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CZY WIEMY JUZ WSZYSTKO?

Gertruda GWOZDZ-LUKAWSKA, Elzbieta GALEWSKA,
Elzbieta KOTLICKA-DWURZNIK, Monika POTYRALA
Politechnika t.6dzka, t6dz

Wstep

Z pewnoscig wielu ludzi — zarowno tych, ktérzy zakonczyli juz edukacje, jak i tych, ktérzy sg wiasnie
uczniami szkét podstawowych lub Srednich — uwaza, Zze matematyka to nauka w pewnym sensie
zamknieta. |, jesli wezmiemy pod uwage materiat omawiany w szkole (nie méwimy tu o szkole
wyzszej), to faktycznie zakres materiatu jest bardzo ograniczony i nie jest specjalnie nowy w sensie
odkry¢ matematycznych. Czasami nauczyciele siegaja po ilustracje i ciekawostki nawigzujgce do
wspotczesnej matematyki lub jej zastosowan, ale nie jest to zjawisko czeste. Zatem, gdyby w nauce
decydowata demokracja, to mozna by uznac, ze matematyka jest ,dziedzing wymarta”.
Tymczasem wszyscy ci, ktérzy badz zajmujg sie matematykg (naukowcy, studenci, pasjonaci), jak
i ci, ktérzy po prostu sg ciekawi wszelkich nowinek (niekoniecznie ograniczajgcy sie do jedne;j
dziedziny wiedzy) powiedzg z catg mocg, ze krolowa nauk zyje i wcigz zdumiewa coraz to nowymi
odkryciami, o czym mozna przeczytaé juz w [1].

Niniejsza monografia daje uwaznemu Czytelnikowi okazje do zapoznania sie z szerokim
wachlarzem zastosowan matematyki, poczawszy od tych najszerzej znanych, jak wtasnosci trojkata,
po te wybiegajgce w przysztosc, takie jak algorytmy umozliwiajgce przetwarzanie coraz wiekszych
zbioréw danych.

Zastosowania oczywiste

By¢ moze wiele os6b myslgc o figurach geometrycznych wyobraza sobie koto, kwadrat lub trojkat.
| wkasnie trojkgtom poswiecony jest jeden rozdziat, gdyz te powszechnie znane i uzywane juz od
przedszkola ksztatty okazujg sie — wcigz — mieC wiele zastosowan. Powigzanie dtugosci bokow
trojkata i miar jego katow wewnetrznych od setek lat jest przydatne do wyznaczania siatek
triangulacyjnych (tj. zespotow trojkgtow potaczonych w taki sposéb, ze majg one wspdlne, przylegte
boki), ktére byty podstawg kartografii. Wykorzystanie twierdzenia sinuséw w geometrii sferyczne;j
pozwala zachowacC precyzje pomiarow na powierzchni kuli ziemskiej. Trojkaty wykorzystywano
rowniez w dziataniach bojowych (w dalmierzach optycznych stosowanych jeszcze w XX wieku), a
takze przy okre$laniu potozenia ciat na sferze niebieskiej. Jednym z najbardziej powszechnych
zastosowan trojkgtow jest triangulacja umozliwiajgca lokalizacje nawet tam, gdzie system GPS nie
dociera.

Barwy i matematyka? Czemu nie. Jesli odwotamy sie do oznaczen barw zgodnie z modelem RGB,
potgczenie to wydaje sie zupetnie naturalne i oczywiste.

Jednak, by opisa¢ swiat barw matematycznie, potrzebujemy nie tylko liczb lecz przede wszystkim
rachunku wektorowego. Wszelkie kolory modelu RGB to kombinacje liniowe trzech bazowych
koloréw: czerwonego (255,0,0), zielonego (0,255,0) i niebieskiego (0,0,255). Mnozenie koloru
(wektora) przez liczbe zmienia jego nasycenie.
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W modelu RGB kolory powstajg poprzez sumowanie intensywnosci swiatet. Ale mozna inaczej —
analizujgc swiatto odbite od przedmiotéw (kolory uzyskuje sie poprzez pochtanianie — odejmowanie
okreslonych dtugosci fal Swiatta przez barwniki). Cyan (C) pochtania swiatto czerwone, magenta (M)
— zielone, Yellow (Y) — niebieskie. To znany wszystkim model CMYK, K — key to kolor czarny.

Zastosowania nieoczywiste

Jak perspektywa taczy sie z grg Dobble? Kluczowym pojeciem jest ptaszczyzna projekcyjna
(rzutowa), ktérej najwazniejszg cechg jest to, ze nie ma na niej zadnych prostych réwnolegtych. Dwa
dowolne punkty na tej ptaszczyznie tgczy doktadnie jedna prosta. Zamieniajgc stowa punkty na karty,
a prosta na symbol, otrzymujemy podstawowy warunek spetniony w Dobble: dwie dowolne karty
taczy dokfadnie jeden symbol. Talia sklada sie z 55 kart, a na kazdej karcie jest 8 r6znych symboli.
Plaszczyzna projekcyjna opisujgca gre Dobble ma rzad réowny 7. Postugujgc sie algorytmem
tworzenia wiasnych kart Dobble zaznaczamy najpierw na ptaszczyznie 7 x 7 wszystkie proste, ktore
wygladajg jak proste réwnolegte, dokladamy punkt w nieskornczonosci (punkt niewtasciwy) i tgczymy
wszystkie proste z tym wiasnie punktem. Nastepnie wykonujemy takg samg procedure dla prostych
o dowolnym nachyleniu i na koniec fgczymy wszystkie punkty niewlasciwe jedng prostg. Dziatanie
tego algorytmu jest podobne do perspektywicznego przedstawienia dwoch rownolegtych pasow
drogi przecinajgcych sie w punkcie (niewtasciwym) na horyzoncie. Pozostaje pytanie, czy mozna za
pomocg takiego schematu postepowania stworzy¢ talie Dubble o dowolnej liczbie kart? Odpowiedz
jest negatywna. Algorytm jest stuszny tylko w przypadku, gdy rzad odpowiedniej ptaszczyzny
projekcyjnej jest liczbg pierwszg, co nie oznacza, Zze gry opartej na ptaszczyznie innego rzedu nie
da sie stworzy¢.

By¢ moze fakt, ze matematyka pomaga ubezpieczycielom nie popas¢ w ruing, nie jest zaskakujacy.
Nie jest jednak oczywiste, jak dobrze wszystko przekalkulowac by chroni¢ sie przed ryzykiem. Np.
powodzie. Zdarzajg sie lokalnie, nieprzewidywalnie... wystarczy niz genuenski. Jak zatem bedac
ubezpieczycielem trafnie ustali¢ stawke?

Idealnym narzedziem sg jednorodne tancuchy Markowa. Przy wykorzystaniu przetgcznikowego
modelu Sparre Andersena mozliwe staje sie zréznicowanie wysokosci pobieranej sktadki oraz
zmiana rozktadow szkod w zalezno$ci od stanu rzeczywistosci przetgcznika.

Najistotniejsze jest jednak wyznaczenie momentu ruiny — okresu, w ktorym nadwyzka ztozona
z kapitatu poczgtkowego i sktadek spada ponizej zera (po wyptaceniu szkody) oraz okreslenie
prawdopodobienstwa niewyptacalnosci ubezpieczyciela w okreslonym horyzoncie czasowym. Gdy
mowa o pierwszym okresie rozliczeniowym — wystarczajg definicje i podstawowe wiasnosci
prawdopodobienstwa. By ustali¢ prawdopodobiehstwo niewyptacalnosci w kolejnych okresach,
a w szczegoélnosci jaki kapitat poczatkowy jest niezbedny, by prawdopodobienstwo ruiny nie
przekroczyto 0,5%, pracuje dodatkowe narzedzie — tzw. operator ryzyka.

Poruszajgc temat ryzyka, nie sposob nie wspomnie¢ o faktycznym zagrozeniu jakim sg przestepcy.
| cho¢ sciganiem przestepstw zajmuje sie kryminalistyka, to okazuje sie, ze bez matematyki jej
skuteczno$¢ bytaby zdecydowanie mniejsza. Wszystko zaczyna sie od pojecia metryki (czyli
odlegtosci), ktéra w realnym zyciu nie jest liczona jako dtugosc¢ najkrotszego odcinka tgczacego dwa
punkty. Kolejnym pojeciem jest prawdopodobienstwo — za pomocg wzoru Rossmo okresla sie
prawdopodobienstwo zamieszkania sprawcy w konkretnym miejscu. Umieszczenie wyliczonych
prawdopodobienstw (dla réznych potencjalnych miejsc pobytu ztoczyncy) w postaci graficznej
pozwala na utworzenie mapy cieplnej, ktéra stuzy profilerom do profilowania geograficznego.
Znacznie zmniejsza to obszar poszukiwan i utatwia prace organom Scigania.

Jednak nie sg to jedyne zagadnienia matematyczne stosowane w kryminalistyce; wykorzystuje ona
bowiem rachunek macierzowy, a nawet teorie rownan rozniczkowych i szeregow. Doktadajgc
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jeszcze regresje liniowa, mozemy catkiem skutecznie prognozowac date kolejnego ataku seryjnego
przestepcy.

Na szczescie, przed niektorymi atakami mozemy sie w pewnym stopniu zabezpieczy¢, w czym
pomoc nam moze kryptografia.

Liczby pierwsze od wiekdw fascynujg matematykow — to liczby, ktére dzielg sie tylko przez 1 i sama
siebie, a mimo swojej prostoty kryjg w sobie ogromng moc. Juz w starozytnosci Eratostenes
opracowat stynne sito, pozwalajgce szybko wyszukiwaé liczby pierwsze. Z czasem pojawity sie
rowniez metody sprawdzania, czy dana liczba jest pierwsza, jak chocby test Fermata. DziS$ liczby te
nie sg juz tylko ciekawostkg, ale stanowig fundament wspoétczesnej kryptografii, czyli nauki o
szyfrowaniu danych. To witasnie one odpowiadajga np. za bezpieczenstwo algorytmu RSA,
uzywanego codziennie przy logowaniu do banku czy wysylaniu wiadomosci przez Internet.
Szyfrowanie RSA opiera sie na tym, ze tatwo jest pomnozy¢ dwie duze liczby pierwsze, ale odwrotny
proces, czyli faktoryzacja ich iloczynu, jest niezwykle trudny dla klasycznych komputeréw. Nawet
najlepsze metody faktoryzaciji, takie jak GNFS, potrzebujg tysiecy lat, aby roztozy¢ naprawde duze
liczby. Dlatego klucze RSA, ktére liczg ponad 600 cyfr, wcigz pozostajg bezpieczne. Jednak rozwd;j
komputerow kwantowych, w potgczeniu z algorytmem faktoryzacji Shora, w przysziosci moze to
zmienic.

Algorytmy asocjacyjne to kolejne zagadnienie z pogranicza matematyki i informatyki, z ktérym mamy
stycznos¢ na co dzien. To wiasnie dzieki nim sklepy internetowe potrafig podpowiedzie¢ nam, ze
.Klienci, ktérzy kupili chleb, czesto kupujg tez mleko”. Takie zaleznosci, odkrywane w ogromnych
bazach danych, nazywamy regutami asocjacyjnymi. Ich zadaniem jest znalezienie wzorcow, ktére
powtarzajg sie wystarczajgco czesto, aby mozna byto z nich wyciggng¢ wnioski i na ich podstawie
podejmowac skuteczne decyzje marketingowe. Do odkrywania regut asocjacyjnych stuzg specjalne
algorytmy — od klasycznego Apriori, po bardziej zaawansowane, jak FP-Growth czy EClaT. Dzigki
nim mozliwa jest analiza nawet milionéw transakcji w rozsgdnym czasie. W algorytmach transakcje
reprezentowane sg przez wektory binarne (wektory sktadajgce sie tylko z 0 i 1), zas zbiory transakcji
przez tabele, macierze i ,,drzewa”’. Reguly asocjacyjne, choC najczesciej kojarzone sg z
marketingiem i rekomendacjami produktdéw, majg tez szersze zastosowania — od medycyny, przez
bioinformatyke, az po wspomniang juz kryptografie.

Kazdy, kto prébowat nagra¢ rozmowe w zattoczonej kawiarni, wie, jak trudno pdzniej zrozumiec
wypowiedziane stowa. Szumy tta, stukot filizanek, rozmowy innych gosci — wszystko to miesza sie
Z naszym gtosem, tworzac akustyczny chaos. Czy da sie z tego bataganu wytowi¢ czysty sygnat?
Odpowiedz brzmi: tak — dzieki matematyce, a konkretnie dzieki transformatom Fouriera.
Transformata Fouriera to narzedzie, ktére pozwala spojrze¢ na dzwiek nie tylko jako na cigg wartosci
w czasie, ale jako zbiér sktadowych czestotliwosciowych. Dzigki temu mozemy tatwo zidentyfikowac,
ktore czestotliwosci sg pozadane (np. gtos rozmowcy), a ktore to zakidcenia. We wspotczesnej
analizie sygnatéw stosuje sie bardziej efektywne algorytmy FFT i STFT oparte na zmodyfikowanych
transformatach Fouriera. Odgrywajg one kluczowg role w cyfrowym przetwarzaniu dzwigku,
zwlaszcza w redukcji szumow.

Zastosowania zdumiewajace
Co ma wspolnego DNA z matematykg? DNA to biologia. Gdzie tu miejsce na matematyczne
rachunki? Odpowiedzig jest kodowanie informacji. Wszystkie cyfrowe informacje zapisywane sg

w kodzie binarnym. Jak zatem wykorzysta¢ znajomos$¢ biologicznego zapisu informacji w DNA do
przechowywania?

[ ol <'\'
pL Politechnika todzka wee




LR Mathup

Matematyki

W DNA kodowanie nastepuje przy wykorzystaniu czterech zasad azotowych: adeniny, guaniny,
cytozyny i tyminy. Naturalne zatem wydaje sie kodowanie czwoérkami (0,1,2,3), bgdz kodowanie
binarne parami (00,01,10,11). Okazuje sie jednak, ze zdecydowanie bardziej efektywne jest
kodowanie tréjkowe (kodowane sg trzy zasady w zaleznosci od poprzedniej - bazowej). Analizujgc
entropie Shannona, mozna oszacowaé, ze kodowanie tréjkowe pozwala zapisa¢ w jednym
nukleotydzie az 1,59 bita. To bardzo dobry wynik, gdyz dla DNA wielko$S¢ ta wynosi 2 bity.
Niedoscigniona w DNA pozostaje jednak gestos¢ zapisu — niewiarygodnie niedoscigniona. Kto
podejmie wyzwanie?

Podejmowanie decyzji jest nieodzownym elementem naszego codziennego zycia. Wybor tej
najlepszej czesto bywa nietatwym zadaniem. Przekonat sie tez o tym pewien géral, ktéry, aby dostac
sie do sktadziku oscypkow, musiat odsniezy¢ podworze po obfitej, nocnej zawierusze. Chciat, by
ilos¢ $niegu do odgarniecia byta mozliwie najmniejsza. Jakg zatem $ciezke powinien wybraé?
Pomocnym narzedziem matematycznym w rozwigzaniu tego i podobnych probleméw
optymalizacyjnych jest rachunek wariacyjny. Polega on na analizie wszystkich potencjalnych
rozwigzan rozwazanego zadania i zastosowaniu kryteriow prowadzacych do wyboru rozwigzania
optymalnego. Wykorzystuje zaawansowany aparat matematyki wyzszej z zakresu analizy
matematycznej. Kluczowym wnioskiem jest réwnanie Eulera-Lagrange’a, ktére spenia
minimalizowany funkcjonat odpowiadajacy kryterium najlepszego wyboru.

Przyktadem problemu rozwigzywalnego metodami rachunku wariacyjnego jest znalezienie
minimalnej powierzchni powstatej przez obrét pewnej krzywej wokdt osi uktadu wspotrzednych.
Szukana powierzchnia to katenoida wyznaczona przez krzywg tancuchowg. Okazuje sie, ze dzieki
tej samej krzywej tancuchowej mozliwe jest projektowanie optymalnych struktur architektonicznych,
takich jak fuki czy koputy. A stosowane dawniej modelowanie eksperymentalne zastepujg
w obecnych czasach specjalistyczne programy komputerowe wykorzystujgce wiasnie rachunek
wariacyjny.

Podsumowanie

Powyzsze pogrupowanie opisanych w monografii zastosowan jest jedynie sugestia autorow
(aktualng w dniu pisania rozdziatu, a by¢é moze w dniu, w ktérym Czytelnik zacznie rozwazac opisane
zagadnienia, rozwoj matematyki sprawi, ze zastosowania opisane tutaj przestang juz byé
zdumiewajgce lub nawet nieoczywiste). Bez wzgledu jednak na zaproponowany podziat, kazdy
Z nas zapewne moze zachwycic¢ sie zupetnie innym zastosowaniem matematyki w dziedzinie, ktéra
jego ciekawi najbardziej. Zachecamy wszystkich, by sami odnajdywali te drobne powigzania réznych
nauk i wierzymy, ze otworzy to nasze oczy na piekny i szalenie interesujgcy swiat, w ktérym zawsze
jest cos do odkrycia.

Literatura

[1] red. Gwozdz-tukawska G., Potyrata M., MathUp Jak matematyka pomaga w lepszym zrozumieniu
rzeczywisto$ci — MathUp2024
[dostep https://mathup.p.lodz.pl/shared/documents/Monografia_MathUp_2024.pdf]
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, _TRIANGULACJA
— MAGIA TROJKATOW W PRAKTYCE

Maksym MALICHENKO
Uniwersytet Ekonomiczny w Krakowie, Krakow

Wstep

Celem niniejszego artykutu jest przeglad technicznych aspektow metody triangulacji oraz wskazanie
jej praktycznych zastosowan w nauce i technologii. Na podstawie prezentacji konferencyjnej
przedstawione zostang przyktady wykorzystania triangulacji w geodezji, optyce, astronomii oraz
nowoczesnych systemach lokalizacji opartych o Wi-Fi. W oparciu o rysunki oraz schematy
zilustrowane zostang kluczowe idee i procesy stanowigce punkt wyjscia do gtebszej analizy
matematycznej i geometryczne;.

Trygonometria i jej praktyczne zastosowania

Podstawg metody triangulacji jest trygonometria — dziat matematyki badajgcy zaleznosci miedzy
bokami i kgtami trojkgtow. Kluczowym narzedziem jest tu twierdzenie sinusow:

a b c

. - . = . )
sina  sinf  siny

gdzie
a, f, y — miary katéw w trojkacie,
a, b, c — dlugosci bokow lezagcych naprzeciw odpowiednich katow.

Jezeli znane sg miary dwdch katow oraz dtugos¢ jednego boku, wéwczas mozliwe jest wyznaczenie
miary trzeciego kata na podstawie sumy miar kgtow w trojkgcie, a nastepnie — przy uzyciu
twierdzenia sinuséw — obliczenie dtugosci pozostatych bokéw. Twierdzenie sinuséw pozwala na
proporcjonalne powigzanie dtugosci bokéw z sinusami ich przeciwlegtych katow. Znajgc dtugosc
jednego boku oraz miare odpowiadajgcego mu kata, a takze miare jednego z pozostatych katow,
mozna bezposrednio obliczy¢ dtugo$¢ nieznanego boku. Analogicznie, w przypadku znajomosci
dtugosci dwdch bokdéw oraz miary kata lezgcego naprzeciw jednego z nich, twierdzenie sinuséw
umozliwia wyznaczenie miary drugiego kata, a nastepnie — poprzez sume katdéw — trzeciego. Na tej
podstawie mozna obliczy¢ dlugosc trzeciego boku.

Jednym z najprostszych i najdawniejszych zastosowan twierdzenia sinuséw jest mierzenie
wysokosci obiektow.
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ile wynosi wysokos¢é budynku?

15°) 25%

F—40m —
Rys. 1 Przyktad stosowania twierdzenia sinuséw do zmierzenia wysokosci budynku.

Czym jest triangulacja

Triangulacja to proces wyznaczania pozycji punktu w przestrzeni za pomocg pomiaréw katow w
stosunku do znanych punktow odniesienia. Ponizsza ilustracja pokazuje w jaki sposdb mozemy
znalez¢ poszczegolne odlegtosci bez potrzeby ich faktycznego mierzenia.

W praktyce oznacza to wykorzystanie geometrycznej niezawodnosci trojkata jako struktury stabilnej
i zamknietej. Poniewaz mozemy stosowac¢ znalezione odlegtosci jako nowe punkty odniesienia,
proces moze by¢ powtarzany wielokrotnie w celu stworzenia catej siatki punktéw referencyjnych —
co prowadzi nas do kolejnego paragrafu.

Measured Angle

Calculated

- 2 Position Calculated distance Calculated

Znajgc diugosé jedynie odcinka AB, mozemy wyznaczy¢ diugosé kazdego innego odcinka w
konstrukcji powyzej. Dla przykiadu, aby obliczy¢ dlugos¢ odcinka CD, postepujemy wedtug
nastepujgcego schematu:

1. Mierzymy diugos¢ odcinka AB.

2. W tréjkacie ABC dokonujemy pomiaru dwoéch katow wewnetrznych (na podstawie ktérych
mozemy wyznaczy¢ trzeci kat, korzystajac z faktu, ze suma katdw wewnetrznych trojkata
wynosi 180°).

3. Obliczamy warto$ci sinuséw wszystkich katow tréjkata ABC.

4. Zastosowawszy twierdzenie sinusow, obliczamy dtugos¢ odcinka BC (znana jest dtugosé¢ AB
oraz warto$ci sinuséw wszystkich katow tréjkata ABC).

5. W tréjkgcie BCD mierzymy dwa katy wewnetrzne i wyznaczamy trzeci.

6. Obliczamy warto$ci sinuséw katéw trojkgta BCD.

7. Korzystajgc z twierdzenia sinusoéw, obliczamy dtugos$¢ odcinka CD (dysponujemy dtugoscig
BC oraz wartosciami sinusow wszystkich katéw trojkgta BCD).

ﬂ
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Sieci triangulacyjne do budowania map

Rozbudowane siatki triangulacyjne stanowity podstawe kartografii przez kilkaset lat. Ponizsza
ilustracja przedstawia przyktadowg sie¢ zbudowang z tréjkatow w ktorej wierzchotkami sg punkty
triangulacyjne (miasta, miasteczka lub wsie), a boki reprezentujg odlegtosci pomiedzy tymi
punktami. W takiej sieci znane sg diugos¢ jednego boku bazowego oraz miary katow przy
wierzchotkach. Bokiem bazowym nazywamy odcinek ktérego dtugosc¢ zostata zmierzona, a ktory
jednoczesnie jest bokiem jednego z trojkgtow w siatce triangulacyjnej. Proces propagacji informacji
pomiarowych przez kolejne trojkaty pozwala rozbudowywac siatke minimalizujgc btedy pomiarowe.
Kluczowym aspektem budowy takich sieci jest zapewnienie redundancji (czyli wprowadzenie
nadmiarowych pomiaréw, na przyktad zmierzenie kilku odcinkéw, ktore sg bokami trojkatoéw sieci
triangulacyjnej) oraz utworzenie zamknietych figur kontrolnych (fragmentéw siatki triangulacyjnej, w
ktérych kolejne tréjkaty tgczg sie w petle, a pomiary pozwalajg wyznaczy¢ wszystkie boki i katy co
najmniej dwiema réznymi metodami obliczeniowymi).

Takie figury kontrolne umozliwiajg weryfikacje doktadnosci oraz wykrywanie bledéw
systematycznych — powtarzalnych odchylen wynikow w jednym kierunku, spowodowanych np.
niewtasciwg kalibracjg instrumentéw, btedami obserwatora lub niekorzystnymi warunkami pomiaru.
Wspoétczesna geodezja czesciowo zastepuje triangulacje metodami GNSS (system satelitarny
umozliwiajacy doktadne pomiary lokalizacji i nawigaciji), jednak zasady pozostajg analogiczne.

Rys. 3 Przyktadowa sieé triangulacyjna (wycinek sieci triangulacyjnej Czarnogéry z roku 1946). Zrédto: [7]

Numery przedstawione na ilustracji powyzej identyfikujg punkty triangulacyjne w sieci.

Uwagi do stosowania triangulacji na krzywiznie Ziemi

Na ptaszczyznie euklidesowej suma miar katow wewnetrznych w tréjkacie zawsze wynosi 180°, ale
na powierzchni kuli (geometria sferyczna) jest mniejsza od 540°i wieksza od 180°. Zatem dla
zachowania doktadnosci pomiaréw duzych odlegtosci nalezy stosowac sferyczne twierdzenie
sinusow:

sina sinb sinc

. - . - . )
sina  sinff  siny

gdzie
a, b, ¢ sa dtugosciami odcinkéw sferycznych,
a, B, ¥ sg miarami kgtéw umieszczonymi naprzeciw bokéw odpowiednio a, b, c.
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Rys. 4 Przykiad réznicy pomiedzy geometrig sferyczna a euklidesowa. Zrédto: [8]
Zastosowanie w dalmierzach optycznych

Dalmierze optyczne sg urzgdzeniami przeznaczonymi do pomiaru odlegtosci bez koniecznosci
fizycznego pokonywania tej odlegtosci. Konstrukcyjnie sktadajg sie z wydtuzonej tuby, w ktérej na
obu kohcach umieszczone sg soczewki skierowane do przodu, natomiast okular operatora znajduje
sie w czesci srodkowej. Zasada dziatania opiera sie na triangulacji: przy znanej bazie (odlegtosci
pomiedzy soczewkami) i zmierzonym kgcie mozliwe jest obliczenie odlegtosci do obserwowanego
obiektu. Tego rodzaju urzadzenia stanowity standardowe wyposazenie artylerii polowej w XX wieku
oraz byly powszechnie stosowane w instrumentach topograficznych.

Schemat ponizej przedstawia zasade dziatania dalmierza optycznego. Promienie swietlne z celu
wpadajg jednoczesnie do dwdch pryzmatow pentagonalnych, ktére zmieniajg kierunek biegu wigzki
i kierujg je do uktadu optycznego wewngtrz tubusu. Nastepnie Swiatto przechodzi przez obiektywy
i kompensator, ktérego zadaniem jest zestrojenie obrazéw obu wigzek. Dalej promienie trafiajg na
pryzmat okularowy, gdzie obrazy sg naktadane, a obserwator przez okular widzi je jako jeden.
Przesuniecie katowe obrazow, wynikajgce z roznicy kierunkow padania Swiatta na oba wejscia
dalmierza, umozliwia obliczenie odlegtosci do celu na podstawie znanej dlugosci bazy
i trygonometrii.

From Target From Target

H } \Penta Prism
I
1

’ g < %
I
/ __\‘L\__________::I:]'_“_"____ ____________________U_J \
e —
Objective } .
Eye piece
=]
y

Rys. 5 Schemat dziatania dalmierza optycznego. Zrédto: [9]
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Zastosowanie w astronomii (paralaksa)

W astronomii paralaksa odnosi sie do zmiany pozornego potozenia ciata niebieskiego, gdy
obserwator zmienia swoje miejsce obserwacji. Zjawisko to wykorzystuje fakt, ze Ziemia porusza sie
po orbicie wokét Stonca, co pozwala na uzyskanie dwéch réznych punktéw widzenia na te same
obiekty w przestrzeni. Dwa punkty obserwacji — oddalone o $rednig odlegto$¢ Ziemi od Stonca (czyli
o okoto 150 milionéw kilometrow) — tworzg podstawe tréjkata, ktory jest wykorzystywany do
obliczenia odlegtosci do obiektu.

Podstawg triangulacji w przypadku paralaksy jest fakt, ze kat, o jaki przesuwa sie gwiazda na tle
bardziej odlegtych obiektow, jest zalezny od jej odlegtosci. Ten kat, okreslany jako kat paralaksy,
jest bardzo maly, dlatego zwykle wyrazany jest w sekundach katowych (jednostkach miary kata,
gdzie jedna sekunda to 1/3600 stopnia).

Aby obliczy¢é odlegto$¢ do gwiazdy za pomocg paralaksy, mierzymy ten kat w dwoch réznych
punktach na orbicie Ziemi. Kiedy kat paralaksy jest znany, mozemy obliczy¢ odlegtos¢ do gwiazdy,
dzielgc jednostkowg odlegtos¢ zdefiniowang jako jeden parsek przez wartos¢ zmierzonego kata.

W praktyce, jesli kgt paralaksy wynosi jedng sekunde katowa, oznacza to, Zze odlegtosé do gwiazdy
wynosi jeden parsek, czyli okofo 3,2616 lat Swietlnych. Jesli kat jest dwa razy mniejszy, to odlegtos¢
jest dwa razy wigksza — i analogicznie dla innych wartosci.

1 pc

Rys. 6 Graficzna ilustracja parseka. Zrédto: [10]

Triangulacja Wi-Fi (trilateracja)

W systemach lokalizacji wewnetrznej, gdzie sygnat GPS nie dociera, wykorzystuje sie triangulacje
oraz trilateracje z sygnatow Wi-Fi. Schemat pokazuje, jak urzadzenie odbiera sygnaty z trzech
routeréw, dla ktorych znane sg wspoétrzedne.

W metodzie trilateracji obliczamy odlegtosci od kazdego z nadajnikéw (np. z sity sygnatu RSSI)
i wyznaczamy punkt przeciecia okregéw. Przy dostepie do danych o katach nadejscia (AoA),
mozliwa jest doktadniejsza triangulacja.

[ ol <'\'
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Takie podejscie znajduje zastosowanie m.in. w handlu detalicznym, muzeach, logistyce i systemach
inteligentnych budynkdw.

=
—

WiFi AP1%~.

WiFi AP 3

Rys. 7 Przeglad trilateracji w przestrzeni dwuwymiarowej. Zrédto: [11]

Podsumowanie

Triangulacja, oparta na prostych zasadach trygonometrii, od wiekow stuzy ludziom do poznawania
i opisywania otaczajgcej rzeczywistosci. Od antycznych pomiaréw wysokosci, przez nowozytne sieci
geodezyjne i instrumenty wojskowe, az po wspotczesne systemy nawigacji satelitarnej i lokalizacji
wewnetrznej — metoda ta pozostaje jednym z najbardziej uniwersalnych narzedzi w nauce i technice.
Stabilnos¢ geometryczna trojkgta sprawia, ze triangulacja nie traci na aktualnosci, lecz znajduje
coraz to nowe zastosowania w Swiecie zdominowanym przez technologie cyfrowe i systemy
bezprzewodowe. Jest to przyktad rozwigzania, ktore dzieki swej prostocie i elegancji przekracza
granice epok, fgczgc tradycje matematyki z wyzwaniami wspoétczesnosci.
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RGB: Matematyka barw
— od kombinacji liniowych do ekranu

Gabriela SMEJDA
Politechnika t.6dzka, t6dz

Wstep

Z mieszaniem koloréw mamy do czynienia juz od najmtodszych lat. W tradycyjnym podejsciu — na
przyktad podczas malowania farbami — za barwy podstawowe uznaje sie czerwony, zotty i niebieski.
Wiadomo, ze niebieski w potgczeniu z czerwonym daje fioletowy, a dodanie czerwonego do biatego
pozwala uzyskac kolor rozowy.

Rys. 1 Mieszanie koloréw.
Oczywiscie efekt koncowy zalezy od proporcji, w jakich tgczymy poszczegodlne kolory. Mozemy kupic
jedng puszke czerwonej farby i osiem puszek farby biatej. Rowniez otrzymamy wtedy kolor rézowy,

ale jego odcien bedzie znacznie jasniejszy niz w przypadku zmieszania barw w proporcjach jeden
do jednego.

Rys. 2 Rola proporcji w mieszaniu koloréw.

Warto zastanowic sie, dlaczego za barwy podstawowe uznaje sie czerwony, z6éity i niebieski oraz
czy mozliwe jest wybranie innych kolorow podstawowych (tzn. takich, za pomocg ktérych mozna

_—
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uzyska¢ wszystkie inne kolory). Przyktadowo, jesli kupimy puszki farby czerwonej, niebieskiej
i fioletowej, nie bedziemy w stanie uzyskac koloru zéttego. Fioletowy z kolei okaze sie niepotrzebny,
poniewaz mozna uzyskac¢ go poprzez zmieszanie czerwonego i niebieskiego. Zagadnienie wyboru
kolorow podstawowych zwigzane jest z waznym pojeciem liniowej niezaleznosci wektoréw.

W tym artykule pokaze w jaki sposob mieszanie kolorow mozna opisa¢ za pomocg narzedzi algebry
liniowej, takich jak wektory i kombinacje liniowe. Omoéwie tez najwazniejsze modele uzyskiwania
barw i wyjasnie problem wyboru kolorow podstawowych.

Mieszanie kolorow w matematycznym jezyku

Jak zatem problem mieszania barw przedstawi¢ w jezyku algebry liniowej?
o Dodawanie wektorow odpowiada za mieszanie kolorow w réwnych proporcjach, np.
czerwony i niebieski daje fioletowy.
e Przemnozenie wektora przez liczbe odpowiada za dobranie proporcji, w jakiej kolory majg
zosta¢ zmieszane, np. kupienie odmiu puszek biatej farby zamiast jednej zwigksza ,wptyw”
tego koloru na wynik.

Dziatania te zostaty zilustrowane na ponizszym rysunku.

61 6
- 1 - 1
. 2 -1 xvl
st -]+ Vv2 ST . 2+l
4-
4._
3_
3“ 2
2t 1r
0
1h
_1-
0
_2-
—11 0 1 2 3 4 5 6 -3 -2 0 2 4 6

Rys. 3 Dziatania na wektorach.

Oczywiscie taka interpretacja ma swoje ograniczenia. Trudno zinterpretowa¢ przemnozenie koloru
przez utamek lub liczbe ujemnag, a s3 to przeciez naturalne dziatania na wektorach. Problematyczne
staje sie tez odejmowanie kolorow, ktore trudno jest uzasadnic intuicyjnie. Z tego wzgledu konieczne
bedzie przypisanie kolorom konkretnych wartosci liczbowych, na przykfad w tytutowym modelu RGB.

[ ol <'\'
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Kolory jako wektory

Wektor na ptaszczyznie o poczgtku w punkcie (0,0) mozna utozsami¢ z parg wspétrzednych
odpowiadajgcych jego koncowi, na przyktad wektor na Rys. 4. z parg (2,1) € R2.

2.0

1.5 1

2.1)

1.0

0.0

-1.0 T T T T T T
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0

Rys. 4 Wektor o poczatku w punkcie (0,0) i koncu w punkcie (2,1).

Mozemy rowniez rozwaza¢ wektory w przestrzeni trojwymiarowej R3. Jej elementy majg trzy
wspotrzedne, np. (2,1,5).

Pojecie wektora mozemy rozszerzy¢ na n-wymiarowg przestrzen. Mamy wtedy n wspoétrzednych.
Definiujemy dziatania dodawania wektorow i mnozenia wektora przez liczbe nastepujgco:

1, s )+ 1y e, V) = (1 + Ve, s X+ V)
a(xy, ..., x,) = (axq, ..., ax,)

dla (x4, ..., ), &1, -, ¥») € R", a €R.

W dalszej czesci wazne bedzie pojecie kombinacji liniowej wektorow. Rozwazmy najpierw dwa
wektory.

Definicja. Kombinacjg liniowg dwoch wektoréw v, w € R™ o wspétczynnikach a,b € R nazywamy
wektor
u =av + bw € R

W Swiecie koloréw dobrym przyktadem kombinaciji liniowej jest wspomniany we wstepie problem
wskazania proporcji farb. Wektory odpowiadajg tutaj kolorom, a wspotczynniki informujg o liczbach
puszek farby, czyli mamy

jasnorézowy = 1czerwony + 8 biaty

Definicje kombinacji liniowej mozna rozszerzy¢ réwniez na m wektorow.
Definicja. Kombinacjg liniowg wektorow v, ..., v, € R™ 0 wspotczynnikach ag, ..., a,, € R nazywamy

wektor
u=aqv;+-+a,vy € R

[ ol <'\'
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Model RGB

Model RGB to addytywny model mieszania barw, w ktérym kolorami podstawowymi sg: czerwony,
zielony i niebieski. Wykorzystywany jest w urzgdzeniach emitujgcych swiatto, takich jak telewizory,
monitory czy projektory. W modelu tym Swiatta o okreslonych dtugosciach fal naktadajg sie na siebie,
a ich intensywnosci sie sumuja.

Najtatwiej wyobrazi¢ sobie to jako czarng sciane, na ktérg padajg trzy wigzki swiatta: czerwona,
zielona i niebieska. W miejscach, gdzie nie dociera zadne swiatto, Sciana pozostaje czarna. Tam,
gdzie nakfadajg sie dwa kolory, powstajg barwy posrednie — na przyktad czerwony z zielonym daje
z6ity. W centralnym obszarze, gdzie taczg sie wszystkie trzy sSwiatta, otrzymujemy kolor biaty. Efekt
ten mozna interpretowac jako wynik coraz wiekszego natezenia Swiatta — im wiecej barw sie naktada,
tym jasniejszy jest efekt wizualny.

Rys. 5 Kolory w modelu RGB.

Naturalng watpliwoscig jest kwestia koloréw podstawowych. W tradycyjnym malarstwie przyjmuje
sie, ze barwy podstawowe to czerwony, zo6tty i niebieski. Dlaczego wiec w modelu RGB podstawowg
barwg jest zielony — kolor, ktéry przeciez powstaje z potgczenia zo6ttej i niebieskiej farby? Odpowiedz
jest prosta: malarstwo i RGB to dwa rézne modele barw. Malarstwo opiera sie¢ na modelu
subtraktywnym, w ktérym kolory uzyskuje sie przez odejmowanie (pochtanianie) sSwiatta.
Tymczasem RGB to model addytywny, oparty na dodawaniu swiatta. Do tej roznicy jeszcze wrocimy
— teraz wykorzystamy matematyczne pojecia wektorow i kombinaciji liniowych do opisu dziatania
modelu RGB.

Matematyczny opis modelu RGB

W modelu RGB przypisujemy trzem kolorom podstawowym okreslone wektory. Sg to odpowiednio:
e czerwonyr = (255,0,0),
e Zielony g = (0,255,0),
e niebieski b = (0,0,255).

Wszystkie kolory w modelu RGB mozemy interpretowac jako kombinacje liniowe koloréw

podstawowych
a,r+a,g+ azb

[ ol <'\'
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dla a4, a,, a; € [0,1].

Uzycie wspétczynnikow z przedziatu [0,1] sprawia, Zze kazda ze wspdtrzednych dowolnego koloru
jest z zakresu od 0 do 255.

Kolor biaty w tym modelu to (255,255,255). Jest to suma trzech kolorow podstawowych. Z kolei
kolor czarny to (0, 0, 0). Wszystkie kolory w modelu RGB mozna przedstawi¢ na szescianie.

[255,255,255) |

(0,00

(255,255,1)

Rys. 6 Szescian kolorow RGB.

Kazda wspotrzedna okredla zatem udziat jednego z trzech kolorow podstawowych: czerwonego,
zielonego i niebieskiego. Na przyktad kolor z6tty ma wspétrzedne (255, 255, 0). Oznacza to, ze z6tty
powstaje ze zmieszania w réwnych proporcjach koloru czerwonego i zielonego, ale bez udziatu
koloru niebieskiego.

Zauwazmy, ze przemnozenie koloru przez liczbe okresla jego nasycenie.

10 9 1
10’

0’

Rys. 7 Wartosci ar dla a =

Przyjrzyjmy sie teraz przekatnej podstawy szescianu. Znajdujg sie tam kolory, ktére powstaly
poprzez potgczenie koloru zielonego i czerwonego w okreslonych proporcjach. Te kolory sg zatem
kombinacjami liniowymi zielonego i czerwonego.

Rys. 8 Kombinacje liniowe ag + br dla a = 1—2, %, .
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Modele addytywne i subtraktywne

Model RGB jest przyktadem modelu addytywnego, w ktérym kolory powstajg poprzez sumowanie
intensywnosci swiatet. Warto wspomnie¢ o jego przeciwienstwie — modelu subtraktywnym,
w ktorym mamy do czynienia ze swiattem odbitym od przedmiotow. Znalazt on zastosowanie miedzy
innymi w malarstwie i poligrafii.

W modelu subtraktywnym kolory uzyskuje sie poprzez pochtanianie (odejmowanie) okreslonych
diugosci fali $wiatta przez barwniki. W praktyce oznacza to, ze zamiast dodawa¢ $wiatto do
ciemnego tta (jak w RGB), zaczynamy od jasnego podioza — na przyktad biatej kartki —
a nanoszone pigmenty stopniowo ograniczajg ilo$¢ Swiatta, ktére zostaje odbite. Tak dziata
stosowany w druku model CMYK, w ktérym kolorami podstawowymi sg cyjan, magenta i zétty.
Teoretycznie, zmieszanie tych trzech barw w réwnych proporcjach daje kolor czarny. W praktyce
jednak czesto dodaje sie osobny czarny tusz, oznaczony literg K (od ang. Key), ze wzgledu na jego
nizszy koszt i lepszg jakosc¢ druku.

Cyan (C) Magenta (M)

Black (K)

Yellow (Y)

Rys. 9 Kolory w modelu CMYK.

Malowanie réwniez opiera sie na modelu subtraktywnym, ale warto zauwazyé, ze tradycyjnie
uznawane kolory podstawowe (czerwony, zo6tty, niebieski) nie sg optymalne z punktu widzenia fizyki
Swiatta. Fotoreceptory w ludzkim oku sg najbardziej czute na Swiatto czerwone, zielone i niebieskie
— stad wybdr barw w modelu RGB. W modelu CMY (lub CMYK) za kolory podstawowe przyjmuje
sie cyjan, magente i zOfty, poniewaz umozliwiajg one najpetniejsze sterowanie pochtanianiem
Swiatta:

e  Z0fMty pochtfania niebieskie swiatto (odbija czerwone i zielone),

e magenta pochtania zielone (odbija czerwone i niebieskie),

e cyjan pochtania czerwone (odbija zielone i niebieskie).
Dzieki temu mozliwe jest precyzyjne sterowanie barwag odbitego sSwiatta i uzyskiwanie szerokiej
gamy koloréw z ograniczonej liczby pigmentéw.

Kolory podstawowe w modelu RGB

Jak wspomniatam wczesniej, kolory podstawowe w modelu RGB zostaty dobrane tak, aby mozliwie
najlepiej odpowiadaty czutosci trzech typow fotoreceptoréw w ludzkim oku — odpowiedzialnych za
odbieranie Swiatta czerwonego, zielonego i niebieskiego. Nie oznacza to jednak, ze tylko te trzy
barwy moga by¢ uzywane jako podstawowe. Teoretycznie istnieje wiele trojek koloréw, ktére mogg
peti¢ takg funkcje — pod warunkiem, ze pozwalajg uzyska¢ odpowiednio szeroki zakres kolorow
poprzez ich mieszanie.
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Warto jednak wiedzie¢, kiedy dany zestaw kolorow nie moze by¢ traktowany jako podstawowy.
Przyktadowo, jesli w przypadku malowania wybierzemy jako ,podstawowe” kolory niebieski,
czerwony i fioletowy, szybko okaze sie, ze nie da sie z ich potaczenia uzyskac barw takich jak zielony
czy z6tty. Dzieje sie tak, poniewaz fioletowy sam jest mieszaning czerwieni i niebieskiego, a wiec
nie wnosi nowej informacji. W tym przypadku jest mozliwe zapisanie trzeciego koloru za pomocg
dwdch pozostatych — dzieki matematycznym narzedziom zobaczymy, ze jest to kluczowa wtasnosc¢
do sprawdzenia.

Wracajgc do modelu RGB, mozemy rozwazy¢ kolory

Rys. 10 Kolejno kolory: (255,0,0), (0,255,0), (128,128,0).

gdzie pierwszy to czerwony r = (255, 0, 0), drugi to zielony g = (0, 255, 0), a trzeci jest kombinacja
liniowg tych dwdch kolorow: %g +%r ~ (128, 128, 0). Zauwazmy, ze nie pozwalaja one

wygenerowac¢ dowolnego koloru. Nie uzyskamy w ten sposob na przyktad koloru niebieskiego —
w kombinacjach liniowych trzecig wspétrzedng bedzie zawsze zero.

Okazuje sie, ze w modelu RGB umieszczonym w tréjwymiarowej przestrzeni sprawdzanie,
czy trzy kolory sg podstawowe, sprowadza sie do sprawdzania, czy odpowiadajace im
wektory sg liniowo niezalezne.

Definicja. Uktad wektorow v;, ..., v,, € R® nazywamy liniowo zaleznym, jezeli istniejg takie
wspotczynniki a4, ..., a,;, € R, nie wszystkie rowne zero, ze

avqy + -+ ap vy = Ogn.
Uktad wektorow v, ..., v,,, € R™ nazywamy liniowo niezaleznym, jesli nie jest liniowo zalezny.
1 m

Wygodnie mysle¢ o liniowej zaleznosci przy pomocy ponizszego twierdzenia. Zostato ono juz tak
naprawde wykorzystane w rozwazanych wczes$niej przykfadach.

Twierdzenie. Niech vy, ..., v, € R™. Nastepujace warunki sg rownowazne:
e uktad wektorow vy, ..., v, jest liniowo zalezny,
e jeden z wektoréw v;, ..., v, jest kombinacjg liniowg pozostatych wektorow.

Przedstawimy teraz kilka przyktadow ilustrujgcych pojecia liniowej zaleznosci i niezaleznosci
wektoréw.

Przyktad. W przestrzeni R? uktad wektorow (1,1), (2,2) jest liniowo zalezny, poniewaz

(2,2) =2(1,1).
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Przyktad. W przestrzeni R? uktad wektorow (1,—1), (1,1), (2,1) jest liniowo zalezny, poniewaz
(1,-1) =-3(1,1) + 2(2,1).

Ponizszy przykfad to matematyczne uzasadnienie tego, ze czerwony, zielony i niebieski to kolory
podstawowe w modelu RGB.

Przyktad. W przestrzeni R® uktad wektorow r,g, b, gdzie r = (255,0,0), g = (0,255,0), b =
(0,0, 255) jest liniowo niezalezny. Istotnie, jezeli

a4(255,0,0) + a,(0,255,0) + a3(0,0,255) = (0,0,0),
t0a1=a2=a3=0.
Rozwazymy teraz inng przyktadowg trojke kolorow podstawowych w modelu RGB. Zwrécimy uwage
na zatozenia dotyczgce wspotczynnikow w kombinacji liniowej. Przypomnijmy, ze w klasycznym

modelu RGB naleza one do przedziatu [0,1].
Mianowicie wezmy trzy kolory v; = (255, 84, 0), v, = (85, 85, 0), v3 = (50, 80, 50).

Rys. 11 Kolejno kolory: (255,84,0), (85,85,0), (50,80,50).

Wtedy na przykfad kombinacja liniowa évl + v, + % vz to kolor:

~(255,84,0) + (85,85,0) + - (50,80,50) = (245,233, 75).

Rys. 12 Kolor (245,233,75).

Pokazemy, ze powyzsze trzy wektory vy, v,, v3 sg liniowo niezalezne, a wiec odpowiadajgce im
kolory sg kolorami podstawowymi w modelu RGB. Niech «a, 8,y € R. Mamy

avy + v, +yvy = 0gs & «(255,84,0) + £(85,85,0) +¥(50,80,50) = (0,0,0) &

& <'\'
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84a + 856 + 80y =0.
50y=0
Z trzeciego réwnania y = 0 i podstawiajgc do dwoch pierwszych rownan otrzymujemy

{255& + 858 +50y =0

{255(1 +858 =0
84a + 856 =0"

Odejmujgc drugie réwnanie od pierwszego, dostajemy 171a = 0, a stad a« = 0. Po podstawieniu
mamy rowniez f = 0. Skoro ¢ = = y = 0, to uktad wektoréw vy, v,, v3 jest liniowo niezalezny. Przy
zatozeniu, ze mozna stosowac¢ kombinacje liniowe z ujemnymi wspoétczynnikami, istnieje zatem
mozliwo$¢ wygenerowania z nich wszystkich koloréw z RGB.

Zauwazmy, ze gdyby wspotczynniki nalezaty do przedziatu [0,1], to nie datoby sie uzyskac¢ koloru
o skladowej niebieskiej wiekszej niz 50. Na przyktad czysty niebieski (0, 0,255) wymagatby przy
,nowych” kolorach podstawowych wspotczynnika 5.1 przy wektorze vs.

Literatura

[1  https://mimuw.edu.pl/~amecel/gall_mecel.pdf

[2]  https://science.howstuffworks.com/primary-colors.htm
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CO MA PERSPEKTYWA DO GRY W DOBBLE,
CZYLI KILKA SLOW O PLASZCZYZNACH PROJEKCYJNYCH

Karolina FISIAK
Politechnika t.6dzka, t6dz

Wstep

Dobble to gra karciana sktadajaca sie z talii 55 kart z 8 symbolami na kazdej karcie. Karty te majg
takg wtasnos¢, ze na dwoch dowolnych z nich znajduje sie doktadnie jeden wspdlny symbol. Mozna
pomyslec, ze stworzenie talii kart spetniajgcej taki warunek nie jest trudne, ale wielkos¢ talii znacznie
utrudnia to zadanie. Mozna wiec dojs¢ do wniosku, ze autorzy gry korzystali z jakiegos algorytmu
przy jej tworzeniu. W artykule tym omowimy, jakim matematycznym zagadnieniem da sie opisac
karty w tej grze, a takze wyjasnimy algorytm, ktory pozwoli podobng gre stworzy¢. Przedstawianym
pojeciem beda ptaszczyzny rzutowe (inaczej projekcyjne).

Plaszczyzna rzutowa (projekcyjna)

Zanim podamy warunki, ktdre musi spetnia¢ ptaszczyzna, zeby mozna jg bylo nazwac ptaszczyzna
rzutowa, opiszemy jej najwazniejszg ceche, aby fatwiej byto zrozumie¢ gtéwng idee, ktdra stoi za
tym pojeciem. Najwazniejszg cecha ptaszczyzny rzutowej jest to, ze nie ma na niej zadnych prostych
réwnolegtych, to znaczy takich, ktére sie nie przecinajg. Prawdopodobnie kazdy z nas miat z takg
ptaszczyzng do czynienia — pomysimy o sytuacji takiej jak na zdjeciu ponizej (Rys. 1). Wiemy, ze w
rzeczywistosci pasy po bokach drogi albo promienie stoneczne nigdzie sie nie przetna, ale dzieki
perspektywie, jakg zastosowano, wydaje sie jakby gdzies w nieskonczono$ci istniaty takie punkty,
nazywane punktami niewtasciwymi lub punktami w nieskohczonosci (ang. vanishing point),
w ktérych proste te sie przetng. W przyktadzie z drogg bedzie to zaznaczony punkt na horyzoncie,
a w przykfadzie z promieniami stonecznymi — stonce.

Punkt niewdasciwy
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Ptaszczyzng rzutowg nazywamy tréjke (P, L, 1) skladajgca sie ze zbioru punktéw P, zbioru prostych
L oraz symetrycznej relacji I okreslonej na zbiorze P U L spetniajgcej nastepujgce warunki:

1. dwa dowolne punkty fgczy doktadnie jedna prosta;

2. dwie dowolne proste majg doktadnie jeden wspdlny punkt;

3. istniejg cztery punkty takie, ze nie istnieje linia tgczgca wiecej niz dwa z nich.

Przyktadem ptaszczyzny projekcyjnej jest ptaszczyzna Fano (Rys. 2), czyli taka, ktora skfada sie z
7 punktow i 7 prostych. Prostg bytaby np. zielona linia tgczgca punkty 2, 4 i 6 albo pomaranczowa
linia z punktami 5, 6 oraz 7. Mimo, ze intuicyjnie nie postrzegamy pomaranczowego okregu jako
prosta, to nalezy pamietac, ze schemat jest tylko wizualizacjg abstrakcyjnego tworu, wiec nawet jesli
pomaranczowy okrgg umyka intuicji prostej, to mozemy go jako prostg traktowac.

2

/A

®
® @ @

P = {{23~5}7 14 | }7{347}7 {'H)'(j"—h 7{174a5}7{13*6}}

Rys. 2 Przyktad ptaszczyzny rzutowej — ptaszczyzna Fano.

Dobble jako ptaszczyzna rzutowa

Jak wiec ptaszczyzny projekcyjne fgczg sie z grg Dobble? Jesli zamienimy w warunku 1. definic;ji
ptaszczyzny rzutowej stowa punkty na karty, a prosta na symbol, to z warunku

dwa dowolne PUNKTY taczy dokfadnie jedna PROSTA
otrzymamy

dwie dowolne KARTY tgczy doktadnie jeden SYMBOL,
czyli dokfadnie ten warunek, ktory jest spetniony w Dobble. Wowczas przyktadowa talia sktadajgca
sie z 7 kart i 7 symboli wyglgdataby nastepujgco:
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Rys. 3 Zilustrowanie talii sktadajgcej sie z 7 kart.

Przykladowo, zielona prosta zamienitaby sie na symbol zielonego serca, a punkt 6 na karte
skfadajgcg sie z symboli: zielone serce, pomaranczowy kwiatek i fioletowe nozyczki.

Dlaczego jednak warunki 1. — 3. sg takie, a nie inne? Na pierwszy rzut oka mozemy zauwazyc¢
symetrie miedzy warunkami 1. i 2., o czym bedzie mowa w dalszej czesci artykutu. Warunek 3. jest
nam potrzebny, zeby unikng¢ sytuacji zdegenerowanych, pokazanych na Rysunku 4. W tworzeniu
talii kart gwarantuje nam to wykluczenie sytuacji, gdy za gre uwazac¢ bedziemy np. jedng karte bez
zadnych symboli; symbol bez Zzadnych kart; talie kart, na ktorych widnieje tylko jeden symbol
lub jedng karte z wieloma symbolami.

Rys. 4 Ptaszczyzny zdegelnerowane.
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Rzad ptaszczyzny i dualnosé prostych

Aby odrdznic od siebie rozne ptaszczyzny wprowadzamy pojecie rzedu ptaszczyzny. Pozwala ono
na pewng klasyfikacje pfaszczyzn. Z definicji ptaszczyzny rzutowej wynika, ze liczba punktow n + 1
na kazdej prostej jest rowna liczbie prostych przechodzgcych przez dowolny punkt. Rzedem
ptaszczyzny nazwiemy liczbe n. Jesli rzad ptaszczyzny oznaczymy przez n, to zachodzi:

W ogolnosci Ptaszczyzna Fano
Rzad ptaszczyzny n 2
Liczba punktéw na kazdej prostej
Liczba prostych przechodzgcych n+1 3
przez dowolny punkt
Liczba wszystkich prostych
Liczba wszzstkich Eunk’i’)w e nt1 7

Patrzac na tabele, mozemy zauwazy¢ podobienstwo prostych i punktow — liczba punktéw na
dowolnej prostej jest rdwna liczbie prostych przechodzgcych przez dowolny punkt oraz liczba
wszystkich punktow jest rowna liczbie wszystkich prostych. Okazuje sie, ze proste i punkty sg na
ptaszczyznach rzutowych obiektami dualnymi, tzn. mozemy je traktowa¢ zamiennie, a dowolne
twierdzenie wyrazone dla prostych bedzie prawdziwe takze dla punktow i na odwroét. Dzieki ich
dualnosci mozemy wczesniejszy schemat dotyczacy gry zmodyfikowac.

Otrzymamy woéwczas:

® )

Rys. 5 Zilustrowanie dualnosci punktéw i prostych.

Zatem karty zamienity sie na symbole, a symbole na karty. W ten sposéb zielony odcinek wczes$niej
symbolizujgcy zielone serce, symbolizuje teraz zielong karte sktadajgcg sie z serca, nozyczek
i kwiatka, a punkt dopowiadajgcy wczesniej karcie z symbolami serca, nozyczek i kwiatka,
odpowiada obecnie symbolowi nozyczek.

W dalszej czesci artykutu bedziemy korzystac z wizualnej reprezentacji ptaszczyzny przedstawionej
po prawej stronie Rysunku 5, gdyz jest bardziej przejrzysta od tej pokazanej po lewe;j.
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Algorytm tworzenia witasnych kart Dobble

Przejdziemy teraz do opisania algorytmu, ktory pozwoli nam na stworzenie talii kart majgcych takg
wiasnosc¢ jakg ma Dobble. Skoro wiemy, ze na kazdej karcie jest po 8 symboli, to zgodnie ze wzorem
z tabelin + 1 = 8. Wiemy zatem, ze ptaszczyzna, ktora opisuje gre Dobble ma rzad rowny n = 7.
Algorytm opiszemy w kilku krokach.

! o H 1 Q@
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Rys. 6 Krok 1: Narysowanie ptaszczyzny 7 x 7.

Rys. 7 Krok 2: Zaznaczenie wszystkich prostych, ktore wygladajg jak proste réwnolegte.
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Rys. 8 Krok 3: Dofozenie punktu w nieskonczonosci (punktu niewtasciwego, punktu na ,,horyzoncie”)
i potgczenie wszystkich prostych z tym wiasnie punktem.

(5
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Rys. 9 Krok 4: Wykonanie tej procedury dla prostych o dowolnym nachyleniu.
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Rys. 10 Krok 5: Potgczenie punktow niewtasciwych jedng prostg (,,horyzontem”).

Mozna by zadac pytanie: Czy postepujgc w ten sposob mozemy stworzy¢ karty do gry, ktorej
podstawg bytaby ptaszczyzna rzedu 8? Odpowiedz na to pytanie brzmi: Nie. Zauwazmy, ze
postepujac wedtug uprzednio podanego schematu znalezlibysmy dwie proste (karty), ktére miatyby
dwa punkty (symbole) wspdlne, co nie spetnia najwazniejszego warunku gry, ktérg chcemy stworzyc.
Nie oznacza to oczywiscie od razu, ze gry opartej na ptaszczyznie rzedu 8 stworzy¢ sie nie da —
pokazuje to jedynie, ze przedstawiony algorytm nie jest bez wad. W rzeczywistosci, jest on dobry,
gdy rzad ptaszczyzny jest liczbg pierwszg.

& B QN &3 Q
¥ 4 P e

v e

Rys. 11 Przypadek, gdy podany algorytm nie zadziata — ptaszczyzna rzedu 8.
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Na poczatku moze sie to wydawac rozczarowujgce, ale kiedy zorientujemy sig, Zze sami matematycy
nie sg pewni, jakie ptaszczyzny istniejg, okaze sie, ze algorytm ten jest catkiem przydatny, a jego
istnienie, nawet jesli tylko dla liczb pierwszych, jest pewnym osiggnieciem.

To jak to jest z tymi ptaszczyznami? Co wtasciwie wiadomo, a czego nie? Wiemy na pewno, ze jesli
liczba n jest potega liczby pierwszej (np. 2,3,8,9,16), to ptaszczyzna rzutowa rzedu n istnieje.
Istnieje tez hipoteza, ze zachodzi implikacja odwrotna, czyli jesli ptaszczyzna ma rzad réwny n, to n
jest potega liczby pierwszej. Jest to na razie jednak tylko hipoteza. Pokazano (byt to dowdd
przeprowadzony z pomocg komputera), ze nie istnieje ptaszczyzna, ktéra miataby rzad réwny 10,
natomiast kwestia istnienia ptaszczyzny rzedu 12 pozostaje otwarta.

Literatura

[11  Krych M., Co to jest: Geometria rzutowa?, Delta 4/2019, p.5, 2019

[2] Czerwinski W., Dobble, Delta 6/2018, p.7, 2018
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[4] Wikipedia contributors, Projective plane, Wikipedia, The Free Encyclopedia,
https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Projective_plane&oldid=1287537678, [dostep: 12.05.2025]

[ ol <'\'
PL Politechnika todzka weela




29

LR Mathup

Matematyki

JAK NIE POPASC W RUINE? — CZYLI JAK MATEMATYKA
POMAGA W MODELOWANIU WYPLACALNOSCI
UBEZPIECZYCIELI.

Jakub LOMPIES
Politechnika t.6dzka, t6dz

Wstep

Dyrektywa Wyptacalnos¢ Il (z ang. Solvency Il), ktéra weszta w zycie w krajach Unii Europejskiej
w 2016 roku, uwzglednia nowoczesne praktyki zarzadzania ryzykiem w zaktadach ubezpieczen.
Jej celem jest zapewnienie stabilnosci finansowej ubezpieczycieli, ochrony klientéw oraz spojnosci
prawnej we wszystkich krajach cztonkowskich.

Jednym z fundamentéw tej dyrektywy jest modelowanie wyptacalnosci zaktadéw
ubezpieczeniowych w taki sposéb, aby prawdopodobienstwo wyptacalnosci w ciggu roku nie byto
mniejsze niz 99,5%. Wymagania Solvency Il promujg stosowanie klasycznych modeli
matematycznych stuzgcych do oceny ryzyka, takich jak model Craméra—Lundberga czy model
Sparre Andersena.

Na tle tych klasycznych podejs¢ coraz wiekszym zainteresowaniem cieszg sie modele
przetgcznikowe, w ktérych parametry procesu mogg zmieniaé sie w czasie w zaleznosci
od aktualnego stanu rzeczywistosci — na przyktad stanu normalnego, przej$ciowego
czy ekstremalnego. Dzigki takiej modyfikacji mozliwe jest roznicowanie wysokosci sktadki
ubezpieczeniowej oraz uwzglednianie zmiennych rozktadow szkod pod wzgledem ich intensywnosci
i czestotliwosci. Pozwala to na dokfadniejszg ocene kapitatu wymaganego do pokrycia strat oraz
lepsze modelowanie ryzyka zwigzanego ze zjawiskami ekstremalnymi. Z tego wzgledu modele
przetgcznikowe stanowig cenne rozszerzenie klasycznych metod oceny ryzyka.

W dalszej czesci pracy, w sekcjach 2 i 3, wprowadzimy potrzebne oznaczenia oraz narzedzie
umozliwiajagce modelowanie stanu rzeczywistosci — jednorodny fancuch Markowa. Nastepnie,
w rozdziale 4, przedstawimy przetgcznikowy model Sparre Andersena, a w sekcji 5 omowimy
metode stuzacg do wyznaczania kolejnych prawdopodobienstw niewyptacalnosci ubezpieczyciela
w skonczonym horyzoncie.

Oznaczenia

Na wstepie nalezy zaznaczy¢, Ze niniejsza praca opiera sie w gtdwnej mierze na wynikach
oraz metodologii przedstawionej w [1].

Niech (Q,F, P) bedzie przestrzenig probabilistyczng, na ktdrej zdefiniowane sg wszystkie zmienne
losowe i ich rodziny wystepujace w tej pracy. Przyjmujemy, ze N = {1,2,3,...} oraz Ny = {0} U N.

W przetgcznikowym modelu Sparre Andersena bedziemy stosowac nastepujgce oznaczenia:

e u > 0 — poczatkowa nadwyzka ubezpieczyciela,
e U,(u) —nadwyzka po n-tym okresie, gdy poczgtkowo wynosita u,
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e T, —czas oczekiwania na k-tg szkode; moze by¢ losowy (model ciggty) lub deterministyczny,
tzn. T, = 1 dla kazdego k (model dyskretny),

e X, — wielkos¢ k-tej szkody (model ciagty) lub catkowita wielko$¢ zniszczen do konca k-tego
okresu rozliczeniowego (model dyskretny),

o [, — stan rzeczywisto$ci w momencie, gdy wystgpita k-ta szkoda.

Ponadto zaktadamy, Ze zmienne losowe X}, i T;, sg dodatnie z prawdopodobienstwem 1 dla kazdego
k € N,.

tancuchy Markowa

Do modelowania zmian stanu rzeczywisto$ci bedziemy korzysta¢ z jednorodnego tancucha
Markowa (Ii)ken, O Skonczonej przestrzeni stanow § = {1,2,3,...,s}, s € N.

Definicja 1. Jezeli prawdopodobienstwa warunkowe
Pij=PUp1=j1 ;=0 ij€ES

nie zalezg od k € Ny, to proces (I)ken, bedziemy nazywac jednorodnym fancuchem Markowa
0 przestrzeni stanow S i macierzy przejs¢

P = [pijlijes-

Przyktad 1. Zatézmy, ze modelujemy ubezpieczenia osiedla zlokalizowanego na terenach
zalewowych w dolinie pewnej rzeki. Z danych historycznych wiemy, ze powodz wystepuje Srednio
raz na 5 lat, powodzie rok po roku zdarzajg sie $rednio raz na 10 lat oraz powrét powodzi po roku
przejsciowym wystepuje srednio raz na 10 lat. Jest to adekwatna sytuacja na wykorzystanie
tancuchéw Markowa. Przechodzimy teraz do konstrukcji jednorodnego tancucha Markowa o trzech
stanach, gdzie:

0.1

0.8

Rok
typowy
1

Rys. 1 Graf przedstawiajgcy zaproponowany fancuch Markowa o macierzy przejscia P.
Brak krawedzi pomiedzy wierzchotkami oznacza, ze prawdopodobienstwo przej$cia pomiedzy
odpowiadajgcymi stanami jest rowne 0.

katastroficzny

Rok

przejsciowy
2

e stan 1 reprezentuje rok typowy,
e stan 2 odpowiada za rok przejsciowy (bezposrednio po powodzi),
e stan 3 oznacza rok katastroficzny (czyli taki, w ktdorym wystgpita powodz).

Ponadto zakladamy nastepujgce zasady przejs¢é miedzy stanami:
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e po roku typowym nie moze wystgpic¢ rok przejsciowy,
¢ po roku katastroficznym nie moze nastgpi¢ bezposrednio rok typowy,
e rok przejsciowy moze przejs¢ albo w rok typowy, albo znéw w katastroficzny.

Na podstawie powyzszych informacji mozemy skonstruowaé¢ macierz przejsc¢

0.8 0 0.2
P=(09 0 0.1}
0 09 0.1

Co wiecej, tak opisany tancuch Markowa mozna przedstawi¢ za pomocg grafu widocznego
na Rys. 1.

Przetacznikowy model Sparre Andersena

Przy wczeéniej wprowadzonych oznaczeniach oraz zaktadajgc, ze mechanizm przetgcznikowy
opisany jest za pomocg jednorodnego tancucha Markowa, przechodzimy do definicji
przetgcznikowego modelu Sparre Andersena.

Definicja 2. Model opisany za pomocg procesu (Xi, Ty, Ix)ren, b€dziemy nazywac
przetgcznikowym modelem Sparre Andersena. Wowczas proces ryzyka ma postac

n
U,(w)=u-— Z(Xk —c(I_)Ty), neNu=0,
k=1

gdzie c(I-,) oznacza wielkosc¢ sktadki w k-tym okresie, gdy tancuch Markowa w poprzednim okresie
znajdowat sie w stanie I, _;.

ZwréEmy uwage, ze powyzsza definicja modelu umozliwia na zréznicowanie wysokosci pobieranej
sktadki oraz zmiane rozktadow szkod w zaleznosci od stanu rzeczywistosci przetgcznika.

Ponadto konstrukcja ta pozwala na plynne przechodzenie pomiedzy modelem ciggtym
(ubezpieczenia krotkoterminowe, np. turystyczne), a dyskretnym (ubezpieczenia dtugoterminowe,
np. nieruchomosci), w zaleznosci od potrzeb. Przyjmujgc, ze y jest stalg skladkg pobierang
w ustalonej jednostce czasu (czyli c(I;_4) =y oraz T, =1 dla kazdego k) uzyskujemy model
dyskretny

n
U,(u)=u+yn-— ZXk.
k=1

Natomiast gdy T, ma rozktad wykfadniczy, przechodzimy do modelu ciggtego

N(®)
k=1

gdzie (N(t)):so to proces zliczajgcy szkody, tzw. proces Poissona [1, Rozdziat 2.3].

Zauwazmy, ze oba szczegdlne przypadki modelu przetgcznikowego wcigz pozwalajg

na roznicowanie rozktadow strat. Na Rys. 2 przedstawiono wptyw, jaki moze mie¢ zmiana stanu
rzeczywistos$ci przetgcznika na wysokos¢ oraz czestotliwos¢ kolejnych szkod.
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Rys. 2 Wykres przyktadowej nadwyzki U, (1) w ciggtym modelu ryzyka,
w stanach: , katastroficznym i przejsciowym.

Moment niewyptacalnosci ubezpieczyciela lub inaczej moment ruiny definiujemy jako

t(u) =inf(ne N:U,(u) <0}, u=0.

Wartos¢ t(u) oznacza pierwszy moment n, w ktorym nadwyzka U,(u) spada ponizej zera.
Jest to numer pierwszej szkody (w modelu ciggtym) lub numer pierwszego okresu rozliczeniowego
(w modelu dyskretnym), w ktdrym dochodzi do ruiny. Wiasnie wtedy, po raz pierwszy od rozpoczecia
dziatalno$ci, skumulowane szkody przekraczajg kapitat poczgtkowy ubezpieczyciela powigkszony
0 zgromadzone sktadki.

Moment ruiny pozwala zdefiniowa¢ prawdopodobienstwo niewyptacalnosci ubezpieczyciela, czyli
tzw. prawdopodobienstwo ruiny, zarbwno w skonczonym, jak i nieskonnczonym horyzoncie
czasowym.

Definicja 3. Prawdopodobienstwo warunkowe zdarzenia t(u) < n, przy warunku, ze w chwili
poczatkowej tancuch Markowa byt w stanie i, nazywamy prawdopodobiernstwem ruiny w horyzoncie
n i oznaczamy Wi(u), przy konwencji Wi(u) = 0,i € S.

Definicja 4. Prawdopodobienstwo warunkowe zdarzenia t(u) < o, przy warunku, ze w chwili
poczatkowej tancuch Markowa byt w stanie i, nazywamy prawdopodobieristwem ruiny
w nieskoriczonym horyzoncie i oznaczamy ¥i(u), i € §.

Zwro¢my uwage, ze powyzsze prawdopodobienstwa tworzg s-wymiarowe wektory W,(u) =

Pr),...,Pi(u)) oraz ¥(u) = (Pl(w),...,¥5(u)), gdzie s jest liczbg wszystkich stanéw
przetgcznika.
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W tym miejscu mozna postawic pytanie: dlaczego w prawdopodobienstwie ruiny uwzgledniamy stan
tancucha Markowa w chwili poczatkowej? Aby na nie odpowiedzie¢, bedziemy kontynuowaé
rozwazania dotyczgce problemu modelowania ubezpieczen osiedla zlokalizowanego na terenach
zalewowych pewnej rzeki.

Przyktad 2. W Przyktadzie 1 skonstruowalismy przetgcznik (Ij)ken, O trzech stanach: typowym,
przejsciowym i katastroficznym, wraz z odpowiadajacg mu macierzg przejsé

0.8 0 0.2
P=(0.9 0 0.1f
0 09 0.1

Poniewaz przedmiotem ubezpieczenia sg nieruchomosci, skorzystamy z modelu dyskretnego.
Z danych historycznych wynika, ze szkody majg nastepujgce dystrybuanty warunkowe (gdy p;; = 0,
dystrybuanta nie jest obserwowalna):

o Fl(x)=FBx)=1-e7%,
° F21(x) — F23(x) =1- e—0.5x,
° F32(x) — F33(x) =1- e—0.2x,

dla x > 0. Ponadto wysoko$¢ pobieranej sktadki pod koniec jednego okresu rozliczeniowego wynosi
y = 0.9. Sprawdzmy, jak ksztattujg sie prawdopodobienstwa ruiny na najblizy okres sprawozdawczy.
W tym celu musimy wyznaczy¢ ¥, . Przechodzimy do obliczen:

Piw)=P(t(w) <1|I4=1)=P(X;>u+0.9|I,=1)
_PX;>u+0.915=1)

P(I, =1)

3
_Ep(xl >u+0.91,=1,1; =j)
" P(ly = 1)

j=1

3
_2]}”(10 =11, =j) PX;>u+0.91,=1,I, =j)
4 PUo=1 P(Ip =111 =)

3
j=1

-0.8 (1 —F(y +0. 9)) +0.2 (1 — FB(u+ 0.9)) = e~ @+0.9),

Zwro¢my uwage, ze wszystkie wczesniej wspomniane dystrybuanty pochodzg z rozkfadu
wyktadniczego, tylko z r6znymi parametrami. Zatem, analogicznie otrzymujemy

W2(y) = e~ 05@m+0.9)  graz  W3(y) = e~0-2(u+0.9)
1 1

Jak mozna zauwazy¢ (patrz Rys. 3) prawdopodobiehstwa ruiny réznig sie w zaleznosci od stanu
przetgcznika. Wynika to z faktu, ze w roku katastroficznym wysokos¢ poniesionych strat jest
znacznie wieksza niz np. w roku typowym. Dlatego tez w modelowaniu tego typu ubezpieczen nalezy
uwzglednia¢ wszystkie mozliwe scenariusze.
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Rys. 3 Wykres wyznaczonych prawdopodobienstw ruiny do korca pierwszego
okresu sprawozdawczego V', W2 i W3,

Wyznaczanie prawdopodobienstw ruiny w skonczonym horyzoncie

W poprzednim przyktadzie udato sie wyznaczyé prawdopodobienstwo niewyptacalnosci
ubezpieczyciela do konca pierwszego okresu rozliczeniowego na podstawie definicji
oraz podstawowych wtasnosci rachunku prawdopodobienstwa. Niestety, analogiczne wyznaczanie
kolejnych prawdopodobienstw w ten sam sposob bytoby bardzo pracochtonne. Okazuje sie jednak,
ze istnieje bardziej efektywna metoda.

W niniejszej sekcji przedstawimy podejscie umozliwiajgce  wyznaczanie  kolejnych
prawdopodobienstw ruiny w skonczonym horyzoncie czasowym.

W tym celu wprowadzimy operator, ktory odegra kluczows role w dalszych obliczeniach. Przez FJ
(odpowiednio GY) bedziemy oznacza¢ prawostronnie ciggta dystrybuante warunkowg zmiennej
losowej X, (odpowiednio T¢) pod warunkiem, ze w chwili poczgtkowej fancuch Markowa byt w stanie
i, a w momencie wystgpienia pierwszej szkody w stanie j. Dystrybuante warunkowg dla wektora
losowego (X4, T4), pod warunkiem analogicznym jak w przypadku zmiennej losowej X4, bedziemy
oznaczaé przez HY. Ponadto sktadka do momentu wystgpienia pierwszej szkody, pod warunkiem,
ze tancuch Markowa w momencie poczgtkowym byt w stanie i wynosi c(i). Niech R bedzie zbiorem
funkcji mierzalnych p:[0,00) = [0,1]. Wtedy R®* = {p = (p1,.-.,Ps): Pi € R}.
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Definicja 5. Operator L:R° - RS nazywamy operatorem ryzyka, jezeli Lp(u)=
(Lip(u),...,Lgp(u)), gdzie

S o ru+c(i)t
Lip(uw) = Z pi]-J J pj (u+ c(t — x)dFY (x)dGY () +
= 0o Jo

s

Zpi,- J J dFJ(x)dGY(t), i€S,
0

=1 u+c(i)t

dla dowolnych p € RS iu > 0.

ut+c(i)t
fo - f [0,u+c(i)t]

oraz uoic(l.)t =f(u+c(l.)t,m). S3 one szczegdlnie istotne w przypadku, gdy rozkfady wielkosci szkod
sg rozktadami typu dyskretnego lub mieszanego.

Uwaga. W Definicjii 5 przyjmujemy nastepujgce oznaczenia:

Operator ryzyka L jest monotoniczny [1, Lemat 2.47], przeksztatca funkcje nierosngce w funkcje
nierosngce [1, Lemat 2.46] oraz przy odpowiednich zafozeniach jest kontrakcjg w pewnej zupetnej
przestrzeni metrycznej [1, Twierdzenie 2.54].

Przechodzimy teraz do kluczowej czesci tego rozdziatu. Zaprezentujemy twierdzenie, ktore daje
nam mozliwos¢ wyznaczenia prawdopodobienstw w skornczonym horyzoncie poprzez kolejne
iteracje operatora L. Zdefiniujmy zmienne Z;, = X, — c(I_1)Tx, k € N, ktére oznaczajg wkiad k-tej
szkody do procesu ryzyka (U, (u))pen, U = 0.

Twierdzenie 1. Jesli dla dowolnychi,j € §, k € N\{1}, ¢, x > 0:
1. warunkowy rozkfad zmiennych Z,,...,Z, przy warunku I, =i, I, =j, T; =t i X; = x jest taki
sam, jak rozktad zmiennych Z,,..., Z;_, przy warunku [, = j,
2. HY(x,t) = FU(x)GY(t),
to

¥.(u) = L"¥Py(u), neN,u=0.

Uwaga. Zapis L™ interpretujemy jako n-krotne zlozenie operatora L.

Na zakonczenie, ponownie wracamy do problemu ubezpieczeh nieruchomosci zlokalizowanych
na terenach =zalewowych. Tym razem celem jest wyznaczenie prawdopodobienstwa
niewyptacalnosci na dwa najblizsze okresy sprawozdawcze.

Przyktad 3. Przypomnijmy, ze skonstruowaliSmy przefgcznik o trzech stanach: typowym,
przejsciowym i katastroficznym, wraz z odpowiadajgcg mu macierzg przejsc P.

W przypadku ubezpieczania nieruchomosci stosujemy model dyskretny, w ktorym skiadka
pobierana na koniec jednego okresu rozliczeniowego wynosi y = 0.9, a warunkowe dystrybuanty
szkodd majg nastepujgca postaé (dla x > 0):

o Fl(x)=FBx)=1-e7%,
° F21(x) — F23(x) =1- e—0.5x,
o F32(x)=F33(x)=1-e702%,
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Prawdopodobienstwo niewyptacalnosci do kohca pierwszego okresu sprawozdawczego zostato
juz wyznaczone i wynosi

‘l’l(u) — (e—(u+0.9)’e—0.5(u+0.9)’e—O.Z(u+O.9))’ u>0.

Naszym celem jest teraz wy;naczenie Y,. Zauwazmy, ze w modelu dyskretnym mamy T, =1
dla kazdego k, a wiec GY(t) = 11 (t) dla wszystkich i,j € {1,2,3}. Zatem poszczegdine
wspotrzedne operatora ryzyka w modelu dyskretnym mozemy zapisaé jako

u+0.9

3
Lip(u) = ;:Zpij <J0

dla dowolnych p € RS i u = 0. Woéwczas z Twierdzenia 1 mamy

oo

pj(u+0.9—x)dFY(x) + J

dFii(x)>, i€{1,2,3}
u+0.9

W, (u) = L*Wo(u) = L(L%y(u)) = LW (w).

Przystepujemy teraz do wyznaczenia ¥;.

u+0.9

3
wiw = L = Y oy [
=1

u+0.9
=0.8 J e Wtl8-%) o-xqy 4+ 1 — F11(u +0.9) | +
0

W (u+0.9-x)dFY(x) + J
u+0.9

dFY (x))

u+0.9
0.2 J e 02(utl8—x) o=xdy + 1 — F13(u +0.9) | =
0

u+0.9 u+0.9

0_8e—(u+1.8)J dx + 0. 2e—0.2(u+1.8)J e—0.8x dx + e—(u+0.9) —
0 0

=0.8e” 18 (y + 0.9) + 0.25¢02+18) (] — e~ 08H09)) = (ut0.9),

Analogicznie otrzymujemy

W2 (y) = 0.9e~(W+18) (g05u+0.9) _ 1) 4 §-1g-02(ut18)(1 _ g=03(u+09)) 4 =05u+0.9)

oraz

\p23 (u) = 0. 6e0-5u+1.8) (e0.3(u+0.9) -1)+0. 02~ 0-2(u+18) (u+0.9) + e 02(u+0.9)

Gdybysmy chcieli dobra¢ kapitat poczgtkowy u w taki sposob, aby prawdopodobienstwo
niewyptacalnosci w ciggu dwoch lat nie przekraczato 0.5%, nalezatoby rozwigzaé nierdwnosc¢

max{¥} (u), ¥Z(u), ¥3 (u)} < 0.005.

Zastosowanie funkcji maksimum zapewnia, ze kazde z tych prawdopodobienstw spetnia wymagania
regulacyjne, niezaleznie od poczatkowego stanu przetgcznika — czy mamy rok powodzi,
po powodzi, czy bez powodzi.

Ze wzgledu na nieliniowy charakter powyzszej nierownosci, do jej rozwigzania mozna zastosowac
np. metode bisekcji. W rezultacie otrzymujemy przyblizone rozwigzanie w postaciu > 28.75. Zatem
wystarczy przyja¢ kapitat poczgtkowy w wysokosci u =28.75, aby mie¢ pewnosc,
ze prawdopodobienstwo niewyptacalnosci w ciggu dwoch lat nie przekroczy 0.5%.
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Rys. 4 Wykres wyznaczonych prawdopodobienstw ruiny do konca drugiego
okresu sprawozdawczego V., ¥2 i ¥3 dla analizowanego przyktadu.
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LICZBY NA TROPIE
— GDY MATEMATYKA STAJE SIE DETEKTYWEM

Monika LOLO, Kinga KUJAWIAK
Politechnika t.6dzka, t.6dz

Wstep

Wspotczesna matematyka znajduje coraz wiecej zastosowan, nie tylko w naukach Scistych, technice
czy ekonomii, ale rowniez w obszarach, ktére jeszcze niedawno wydawaty sie catkowicie
zdominowane przez doswiadczenie i intuicje. Jednym z takich zaskakujgcych obszaréw zastosowan
jest kryminalistyka, w ktorej narzedzia matematyczne stajg sie wsparciem w analizach Sledczych.
Dzieki narzedziom mozliwe jest nie tylko tworzenie geograficznych profili sprawcow przestepstw, ale
takze prognozowanie, gdzie i kiedy moze dojs¢ do kolejnych atakéw.

Matematyczne podejscie do analizy przestepczosci skupia sie gtdéwnie na wykorzystaniu danych
oraz ich interpretacji za pomocg odpowiednio dobranych modeli. Zastosowanie matematyki
w badaniach nad przestepczoscig opiera sie ha modelach, ktére pozwalajg analizowa¢ zachowania
seryjnych sprawcow na podstawie dostepnych danych. Modele takie jak formuta Rossmo
umozliwiajg okreslenie najbardziej prawdopodobnego miejsca zamieszkania przestepcy na
podstawie lokalizacji dokonanych przez niego zbrodni, natomiast model GM (1,1), pozwala
prognozowac kolejne ataki w czasie. Potgczenie tych modeli z metodami tradycyjnymi znaczaco
zwieksza szanse skutecznego S$ledztwa, a jednoczesnie pokazuje, ze matematyka moze byé
narzedziem o duzym potencjale praktycznym réwniez w walce z przestepczoscia.

Model Rossmo — geograficzne profilowanie przestepcy

Formuta Rossmo to model geograficznego profilowania przestepcow, ktéry pozwala przewidywaé
prawdopodobne miejsce zamieszkania sprawcy na podstawie lokalizacji jego przestepstw. Model
ten opracowat w 1996 r. kanadyjski kryminolog, byty policjant Kim Rossmo. Jego gtownym
zatozeniem jest to, Zze seryjni przestepcy nie dziatajg losowo a ich wybor miejsca zbrodni podlega
konkretnym schematom i ograniczeniom. Unikajg terenéw zbyt bliskich swojemu miejscu
zamieszkania, aby nie przycigga¢ uwagi, ale jednoczesnie nie oddalajg sie zbyt daleko, by
zminimalizowac ryzyko i nakfad logistyczny. Geograficzne profilowanie wedtug Rossmo znajduje
zastosowanie przede wszystkim w sprawach dotyczgcych przestepstw seryjnych, takich jak
morderstwa czy wiamania, pomagajgc organom $cigania zawezi¢ obszar poszukiwan podejrzanego.

Gléwne zatozenia modelu Rossmo

e Model uwzglednia schematy dziatania sprawcéw, przypisujgc réznym punktom na mapie
prawdopodobienstwo tego, Ze sprawca tam mieszka lub przebywa.

e Sprawca nie popetnia przestepstw blisko swojego miejsca zamieszkania, aby nie wzbudzac¢
podejrzen.
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o Wzrost odlegtosci od miejsca zamieszkania zmniejsza prawdopodobienstwo wyboru
lokalizacji przestepstwa.

e Seryjny morderca popei kolejng zbrodnie w czasie mozliwie najdalszym od poprzednich.
Miasto jako siatka — wybor metryki

W analizie geograficznej wazne jest przyjecie odpowiedniej miary odlegfosci. W Srodowisku
miejskim, gdzie ulice tworzg prostokatne siatki jak np. na Manhattanie, bardziej trafna niz klasyczna
odlegtos¢ euklidesowa wyrazona jako odlegtos¢ odcinka tgczgcego punkty, okazuje sie metryka
taksdwkowa, zwana takze Manhattan. Na obszarach miejskich, w ktérych dziata wiekszosé
seryjnych mordercow, budynki sg rozmieszczone na planie prostokgtow, a proste ulice przecinaja
sie pod katami prostymi. W miescie takim mozemy poruszac¢ sie jedynie w kierunkach wschod-
zachod oraz potnoc-potudnie.

Odlegtos¢ punktéw A = (x4, v,) | B = (xp,y,) W metryce Manhatan wyraza sie wzorem

d(4,B) = |xp —xal + 1yp = yal -

Kolorami: pomaranczowym i czerwonym zaznaczone sg rézne drogi z punktu A do B, a sumy
dtugosci odcinkéw je tworzacych to odlegtos¢ d(A, B) w metryce Manhattan.
Dla poréwnania przedstawiona jest droga niebieska (niemozliwa do przejscia w miescie), a dtugosc
niebieskiego odcinka jest odlegtoscig punktow A i B w metryce euklidesowe;.
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Rys. 1 Odlegtosci migdzy punktami A i B w metryce Manhattan i metryce
euklidesowe;j.

Ogodlna posta¢ wzoru Rossmo

Wzor Rossmo to narzedzie, ktére pomaga policji ustali¢, gdzie moze mieszkac¢ seryjny przestepca.
Wzor ten przypisuje kazdemu punktowi (X;,Y;) na mapie wartos$¢ p(X;,Y;), ktéra oznacza wzgledne
prawdopodobienstwo zamieszkania sprawcy w punkcie (X;,Y;). Indeksy i oraz j oznaczajg numery
wiersza i kolumny sektora na siatce mapy.
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Wartosci p(X;,Y;) majg charakter wzgledny, co oznacza, ze nie przedstawiajg rzeczywistego
prawdopodobienstwa. Na przykfad, p(X;,Y;) = 25 nie oznacza, ze istnieje 25% szans na znalezienie
sprawcy w tym miejscu. Prawdopodobienstwa te to jedynie wartosci porownawcze, ktore pozwalajg
wskazac¢ obszary o wyzszym lub nizszym prawdopodobienstwie w stosunku do innych punktoéw na
mapie.

Wz6r Rossmo mozna zapisaé nastepujgco:

N

A 1-n(p"%)
pXpY) =«a +
’ kZ 1% =2l + 15 =3)* (28— (1% = xid + |5 = i)

e (X;Y;) —analizowany punkt (mozliwe miejsce zamieszkania sprawcy),

e p(X;Y;) — prawdopodobienstwo, ze sprawca mieszka w punkcie (X;,Y;),

e N —liczba miejsc przestepstw,

o (x,yx) — Wspotrzedne k-tego miejsca przestepstwa,

e 1 —wspofczynnik okreslajacy, jak bardzo odlegtos¢ wptywa na obnizenie
prawdopodobienstwa w strefie buforowej (blisko miejsca zamieszkania sprawcy);

w praktyce czesto dla uproszczenia przyjmuje sie A =1,

e ¢ —wykfadnik dla wptywu odlegtosci (w strefie dziatania sprawcy); typowe warto$ci:

1,2 — 2,0; im wieksza wartos¢, tym gwattownej maleje prawdopodobienstwo wraz ze
wzrostem odlegtosci od punktu przestepstwa (poza strefg buforows),

e [ — parametr wyznaczajgcy promien kota wokoét prawdopodobnego miejsca zamieszkania
sprawcy, w ktorym rzadko popetnia on przestepstwa; dobierany empirycznie do
lonkretnego przypadku; typowe wartosci: 1 — 2 km,

e 1 — wyktadnik dla wptywu poza strefg; typowe wartosci: 1,0 — 1,5; im wyzsza n, tym
szybciej maleje prawdopodobienstwo wraz ze wzrostem odlegtosci punktu od lokalizaciji

o o — stala normalizujgca, dostosowuje sume prawdopodobienstw tak, aby mozna byto je
porownywac wzglednie; nie ma statej wartosci, jej wybor zalezy od liczby punktow
przestepstw i ich rozmieszczenia.

Uwaga: W praktyce, wartosci parametrow sg dostosowywane do konkretnego przypadku w
zalezno$ci od:

e typu przestepstw (np. wtamania, zabdjstwa),
o charakterystyki geograficznej terenu (miejski/wiejski),
e danych statystycznych i empirycznych pochodzacych z danego regionu.

Wz6r Rossmo skfada sie z dwéch gtdéwnych wyrazen, ktére analizujg rézne strefy wokot miejsc
przestepstw: poza strefg buforowg i wewnatrz strefy buforowej.

W pierwszym wyrazeniu
A
(1% = xi|l +|Y; _Yk|)§
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najwazniejszg role odgrywa mianownik, ktéry odpowiada za analize prawdopodobienstwa poza
strefg buforowa. Im dalej dany punkt (X;Y;) znajduje sie od miejsca przestepstwa, tym mniejsza
wartos¢ tego wyrazenia, a wraz z nig mniejsze prawdopodobienstwo, ze sprawca mieszka w tej
okolicy.

Drugie wyrazenie

(=)
(2,3 — (1% = xe] + |y; —}’k|))17

analizuje obszar blisko miejsca przestepstwa, czyli wewnatrz strefy buforowej. Im dalej dany
punkt znajduje sie poza obszarem buforowym, to warto§¢ w mianowniku rosnie, co powoduje, ze
caly utamek maleje, czyli prawdopodobienstwo wyznaczone przez wzor Rossmo dla tego punktu
staje sie znacznie mniejsze.

Oba te wyrazenia pomagajg zrownowazy¢ odlegtos¢ miedzy zamieszkaniem zbyt blisko lub zbyt
daleko od miejsca przestepstwa.

Po dodaniu wszystkich sktadnikéw powstaje mapa prawdopodobienstwa, ktéra pozwala wyznaczy¢
tzw. Hot Zone, czyli obszar o najwyzszym prawdopodobienstwie, w ktorym moze znajdowac sie
miejsce zamieszkania sprawcy.

Tworzenie profilu geograficznego — przyktad

Zatézmy, ze popetniono pie¢ przestepstw w réznych czesSciach miasta. Na podstawie dowodow
okolicznosciowych sledczy dochodzi do wniosku, ze zostaty one popetnione przez doktadnie te samg
osobe. Policja chce przewidzie¢, gdzie sprawca moze mieszkac.

Dla kazdego miejsca przestepstwa, wyznaczono ze wzoru Rossmo wartosci prawdopodobienstw
odnosnie wszystkich punktow siatki analizy, ktére pokrywajg badany obszar. Obliczenia
uwzgledniajg zaréwno pierwsze wyrazenie, opisujgce wptyw odlegtosdci od miejsca przestepstwa,
jak i drugie wyrazenie, eliminujgce wptyw punktéw znajdujgcych sie zbyt blisko, czyli w tzw. strefie
buforowe;.

k (X1 Vi)

1 (751, 147)
2 (399, 550)
3 (884, 251)
4 (118,719)
5 (835,710)

Tab. 1 Lokalizacje miejsc popetnienia przestepstw.

Obliczono prawdopodobienstwo dla punktu (X;,Y;) = (150, 400), przyjmujgc:
e 1=05
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e [ =200
o £=1.2
° 7’]:2

Podstawiajgc powyzsze parametry do wzoru Rossmo, otrzymano nastepujgcg wartosc:

5
p(150,400) = Z ( 05 N (1 -0,5)(200%9) )
| 2 \(1150 = x| +1400 =yeD™ (2200 - (1150 — ¢ + 1400 - )

Nastepnie dla kazdej z pieciu lokalizacji przestepstw (k=1,2,3,4,5) obliczono sumy dwoch wyrazen,
otrzymujgc kolejne sktadniki we wzorze réwne:

e 0,000199, dla przestepstwa 1 o wspoétrzednych (751, 147),
e 0,00060, dla przestepstwa 2 o wspétrzednych (399, 550),
e 0,00019, dla przestepstwa 3 o wspotrzednych (884, 251),
e 0,00072, dla przestepstwa 4 o wspotrzednych (118, 719),
e 0,00016, dla przestepstwa 5 o wspotrzednych (835, 710).

Zatem
p(150,400) = a(0,00019 + 0,00060 + 0,00019 + 0,00072 + 0,00016) = a 0,00186.

W celu normalizacji wybrano a = 10000.

Na podstawie obliczen, prawdopodobienstwo, ze sprawca mieszka w punkcie (150, 400) wynosi
18,60 jednostek. Nalezy przy tym pamietac, ze jest to wartos¢ wzgledna.

W kolejnym etapie analizy, dokonano poréwnania uzyskanej wartosci prawdopodobienstwa z innymi
punktami na mapie miasta. W ramach przeprowadzonego poréwnania wybrano punkty (100,100)
oraz (950, 950). Wartosci prawdopodobienstwa dla tych punktéw zestawione sg w tabeli 2.

Xi.Y)) p(XyYj)
(150, 400) 18,60
(100, 100) 10,90
(950, 950) 14,27

Tab. 2 Wspdtrzedne punktow (X;,Y;) na mapie oraz odpowiadajgce im wartosci prawdopodobienstwa
wyznaczone na podstawie wzoru Rossmo.
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Najwieksze prawdopodobienstwo jest dla punktu o wspétrzednych (150, 400), co oznacza, ze
sprawca najprawdopodobniej mieszka w tym rejonie.

Mapa cieplna jako narzedzie geograficznego profilowania

Jednym z kluczowych elementéw praktycznego zastosowania modelu Rossmo w analizie sledczej
jest mozliwos¢ przedstawienia wynikéw w formie wizualizacji przestrzennej, tzw. mapy cieplnej.
Mapa ta ilustruje wartosci funkcji p(X;,Y;), przypisane kolejnym punktom siatki analizowanego
obszaru, umozliwiajgc graficzne wskazanie obszaréw o najwyzszym ryzyku.

Po naniesieniu na mape pieciu miejsc przestepstw i zastosowaniu modelu Rossmo, uzyskujemy
mape cieplng, ktéra wskazuje prawdopodobne miejsca zamieszkania sprawcy. Kolory na mapie
pokazujg, gdzie warto prowadzic Sledztwo, a ktdre obszary sg mniej istotne. Najbardziej intensywne
barwy, w tym przypadku czerwone, wskazujg miejsca, w ktorych z najwiekszym
prawdopodobienstwem moze znajdowacC sie sprawca. Jasniejsze obszary oznaczajg rejony
0 mniejszym znaczeniu. Takie przedstawienie danych pozwala skupi¢ dziatania sledczych na
najbardziej istotnych fragmentach miasta, zamiast prowadzi¢ poszukiwania na jego catym obszarze.

Rys. 2 Mapa cieplna. Zrodto [2].

Analiza mapy cieplnej umozliwia wskazanie obszaru o najwyzszym prawdopodobienstwie, w ktorym
moze znajdowac sie sprawca.

W przedstawionym przykfadzie, najwieksze wartosci prawdopodobienstwa uzyskano dla punktu o
wspotrzednych (150, 400). Wynik ten wskazuje, ze to wiasnie ten rejon powinien zosta¢ objety
szczegoblng uwaga przez organy scigania jako potencjalne miejsce zamieszkania sprawcy.

Teoria szarych systeméw — Model GM(1,1)

Wspdtczesna kryminalistyka coraz czesciej korzysta z zaawansowanych narzedzi matematycznych
w celu zwiekszenia skutecznosci dziatan operacyjnych. Jednym z takich narzedzi jest model
GM(1,1), nalezacy do tzw. teorii szarych systeméw (Grey Systems Theory — GST), opracowanej
przez profesora uniwersytetu Huazhong, Deng Julonga. Systemy te nazywane s3g ,szarymi”,
poniewaz nasza wiedza o ich strukturze, granicach i interakcjach z otoczeniem jest ograniczona
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i niepewna. Zgodnie z ogdlng teorig systemdéw, rzadko mamy do czynienia z tzw. ,biatymi
skrzynkami” — systemami, ktére sg nam w petni znane. Czesciej spotykamy sie z systemami szarymi,
o ktérych posiadamy jedynie czesciowg wiedze, lub z systemami czarnymi, w ktérych mozemy
obserwowac jedynie wejscia i wyjscia, tj. dane, bodzce lub zasoby dostarczane do systemu (wejscia)
oraz rezultaty jego dziatania w postaci generowanych odpowiedzi lub wynikow (wyjscia), bez
znajomosci jego wewnetrznej struktury [3]. Mozna wiec stwierdzi¢, ze system ten jest szary — nie
jest catkowicie nieznany, jak system czarny, ale tez nie w petni znany, jak system biaty.

Zatem skrot GM oznacza ,Grey Model”’, co odnosi sie do charakteru analizowanego systemu —
czesciowo znanego, czyli szarego. Liczby w nawiasach okreslajg strukture modelu: pierwsza cyfra
,1” wskazuje, ze model dotyczy jednej zmiennej zaleznej, natomiast druga jedynka oznacza, ze
model oparty jest na réwnaniu rézniczkowym rzedu pierwszego. W efekcie GM(1,1) to
jednowymiarowy model szary pierwszego rzedu, ktéry pozwala na modelowanie i prognozowanie
zachowania systeméw przy ograniczonej ilosci danych.

Zastosowanie modelu GM(1,1) w analizie kryminalnej

W przypadku przestepstw seryjnych czesto obserwuje sie pewng regularnos¢ i cyklicznos¢ w
odstepach czasowych miedzy kolejnymi atakami. Zjawisko to wigze sie z psychologicznymi
mechanizmami lezgcymi u podstaw dziatan sprawcy, takimi jak narastajgca potrzeba napiecia
emocjonalnego, dgzenie do jego rozladowania, a takze subiektywne poczucie ulgi po dokonaniu
czynu. Te wewnetrzne motywy prowadzg do powstawania powtarzalnych wzorcéw zachowan, ktore
znajdujg odzwierciedlenie w czasie i sposobie popetniania przestepstw.

Budowa modelu

Model GM(1,1) opiera sie na zatozeniu, ze przeksztatcony (skumulowany) szereg danych spetnia
rownanie rozniczkowe pierwszego rzedu. Budowe modelu GM(1,1) rozpoczyna sie od
przeksztatcenia oryginalnych danych, co ma na celu utatwienie modelowania dynamicznego trendu
Zjawiska.

Dla danego szeregu oryginalnego (sekwencji pierwotnej):

TO = {TO(1),T®(2),..., TO 1)}

tworzy sie nowy szereg T(") jako skumulowang sekwencje przy uzyciu operacji AGO (Accumulated
Generating Operation). Polega ona na sukcesywnym sumowaniu kolejnych wartosci z oryginalnego
szeregu

N
TOK)a = 2 TOW, k=12,..,n.
k=1

Nastepnie przyjmuje sie, ze skumulowany szereg T(" spetnia réwnanie rézniczkowe postaci

dr®

+aT® =p
a ¢

gdzie:

a — wspotczynnik wzrostu/zaniku, okresla tempo zmian badanej wielkosci (np. liczby zdarzen w
czasie) oraz odzwierciedla, czy zjawisko ma tendencje do przyspieszania czy hamowania.
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b — wspofczynnik wejsciowy; wptywa na ogolny poziom modelowanej zmiennej, niezaleznie od
dynamiki sterowanej przez a.

Powyzsze rownanie opisuje dynamike systemu w sposob ciggty i deterministyczny, przy czym jego
rozwigzanie jest funkcjg wyktadniczg. Réwnanie rézniczkowe przeksztatca sie do postaci dyskretne;j
(sekwencji posredniej) za pomocg Srednich arytmetycznych

ZOW) = (TOU - D) +TO®), k=2,..,n,

co prowadzi do liniowego modelu regresyjnego

TOWR)+aZM® k) =b

lub inaczej
B-a=Y,
gdzie
1
Y )
. Z(T W+TO@) 1
1 (€Y) (€Y a
© 1 .
O] (@ +19®) 1 | a=[%
T(O)(n) 1 '
—E(T(l)(n —D+TM@) 1]

Wspétczynniki a i b wyznacza sie metodg najmniejszych kwadratow

a=B"-B)*'-BTY,
gdzie
BT oznacza transpozycje macierzy B,
(BT - B)™" oznacza macierz odwrotng iloczynu BT i B.
Jezeli  spojrze¢c na  rozwigzanie w  czasie cigglym  rownania  rozniczkowego

dr@®

—+ aT™® = b , to przyjmuje ono postaé

TO(t) = Ce~ +§ .

Wartosc statej C wyznacza sie z warunku poczgtkowego. Przyjmujgc, ze w chwili t = 1 rozwigzanie
ma wartosé T(D (1), otrzymuje sie

C= (T(l)(1) —g) e,
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Po podstawieniu tej wartosci oraz zapisaniu czasu w kolejnych krokach catkowitych i wyznaczeniu
parametrow modelu mozna zapisa¢ jego rozwigzanie ogolne, ktore dla kolejnych wartosci k
przyjmuje postaé

TOk+1) = (TO@) -2). em@k 42,
a a

Analiza modelu na studium przypadku

Zaktadamy, Ze znane sg nam daty czterech kolejnych przestepstw dokonanych przez jednego
sprawce - kazde oznaczone numerem porzgdkowym oraz odpowiadajgcym mu miesigcem (liczonym
od stycznia 2020 roku), a naszym celem jest oszacowanie prawdopodobnego czasu wystgpienia
kolejnego ataku. Dane zawiera ponizsza tabela

Nr | Data przestepstwa Miesigc (w liczbach)
1 styczen 2020 1

2 czerwiec 2020 6

3 grudzien 2020 12

4 czerwiec 2021 18

Tab. 3 Daty dokonania przestepstw (w miesigcach).

Na podstawie powyzszych danych tworzy sie pierwotng sekwencje danych czasowych, oznaczong
jako T(®zawierajgcg numery miesiecy, w ktorych doszto do kolejnych atakow

T =[1,6,12,18].

Zgodnie z procedurg budowy modelu GM(1,1), kolejnym krokiem jest utworzenie sekwenciji
skumulowanej (T™).

TOMD) =TO1) =1
TOR)=TOW)+TOR)=14+6=7
TWBR)=TOR)+TOB)=7+12=19
TW4) =TO3) +TO(4) =19 + 18 = 37

T =[1,7,19,37]

Ostatecznie uzyskujemy szereg skumulowany. Nastepnie obliczamy tzw. sekwencje posrednig
Z(k), wykorzystywang do szacowania wartosci parametréw modelu. Kazda jej warto$¢ stanowi
Srednig arytmetyczng z dwdch sgsiednich elementow sekwencji skumulowanej:

1

ZOK) ==(TOUk -1 +TD(k)), k =234.
2

Obliczenia przebiegajg nastepujgco

Z0(Q) = 1;’_7 =4, zZWQ3) = 7+219 =13, ZW(4) = 19;’37 = 28.

Ostatecznie sekwencja posrednia przyjmuje postac:
ZW = [4,13,28].
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Model wykorzystuje sekwencije T(?, przedstawiong jako dane zrodtowe.

W celu wyznaczenia parametréw a oraz b modelu GM(1,1), zastosowano, wczesniej juz
wspomniang, metode najmniejszych kwadratéw. W analizowanym przypadku wektor obserwacji Y

i macierz B przyjmujg postac
6 -4 1
Y = [12] B =1]-13 1].

18 -28 1

Zatem

T.p— —
BB [1 1 1 131 —45 3

-4 1
-4 -13 —28] ] [ ] _ [969 —4-5]_
-28 1

Macierz odwrotna do powyzszej jest postaci

1 5

T —1_ |294 o8
(B - B)™' = 5 323

98 294

lloczyn macierzy transponowanej i wektora obserwacji

proy <[ 13 —128]_[6]:[—684_

12
1 1 18 36

Ostatecznie

1 5 24
A _ 204 o8 | [—684 T
a= G- B BTy =% BT = L)

98 294 49

CO po uproszczeniu daje nastepujgce wartosci parametréw modelu

a="2~-049 , b=222x465.
49 49

Wartos¢ parametru a odpowiada za tempo zmian skumulowanej sekwencji i zwigzana jest
z dynamikg zjawiska (tu cykl przestepstw), natomiast b reprezentuje tzw. wptyw zewnetrzny —
wartosé, do ktorej dgzy system w diuzszej perspektywie.

Nastepnie przechodzimy do obliczenia wartosci prognozowanej dla pigtego, szukanego czasu
przestepstwa (k = 5), w ktérym wykorzystujemy dane historyczne do wyznaczenia trendu

(D (5} = _ 465\ ,—(-049)4 4 465
T0(5) = (1 —0,49) € +—0,4»9’

TW(5) = (1 +9,497) - %% — 9,49 ~ 10,497 - 7,1 — 9,497 ~ 74,53 — 9,497 = 65,03.
Na koniec wyznaczamy réznice miedzy wartosciami funkcji w kolejnych punktach czasu
TO(5) = TW(5) —TW(4) = 65,03 — 37 = 28,03,

T(5) = 28,03 ~ 28.

[ ol <'\'
PL Politechnika todzka wee




48

lBP MathUp

Matematyki

Wynik ten interpretowany jest jako przewidywany moment kolejnego przestepstwa, ktory odpowiada
28—emu miesigcowi od poczatku obserwaciji. Obserwacje rozpoczeto
w styczniu 2020 roku, zatem przewidywany miesigc wystgpienia kolejnej zbrodni przypada na
kwiecien 2022 roku.

Czas atakéw przestepcy

I 28
°
& 25
9]
2 18"
2 L2
% 2 S
- 4 15 12
° o ‘®
2% 10
(O]
g N 6 .
© o ..-‘
& 2 1 :
L ..
S 0 T
0 1 2 3 4 5 6

Numer ataku przestepcy
Rys. 2 Wykres trendu atakéw (czasowych).

Niebieskie punkty oznaczajg rzeczywiste czasy atakow, czerwony punkt to przewidywany czas
nastepnego ataku (28 miesigc), a przerywana linia to trend wyznaczony na podstawie danych
rzeczywistych.

Podsumowanie

Matematyczne narzedzia - formuta Rossmo i model GM(1,1), mogg utatwi¢ Sledczym zaréwno
zawezenie obszaru potencjalnego pobytu sprawcy, jak i przewidywanie momentu kolejnego ataku.
Dzieki temu mozliwe jest skuteczniejsze i szybsze wykorzystanie danych przestrzennych oraz
czasowych w dziataniach operacyjnych. Wiadomo, Zze to czasami witasnie czas i precyzja w
poszukiwaniu przestepcy sg najwazniejsze. Wykorzystanie tych technik pokazuje, ze matematyka
moze stanowi¢ realne wsparcie dla organdw $cigania, zwiekszajgc efektywnos¢ prowadzonych
analiz i interwencji. Zaprezentowane metody wskazujg, ze matematyka nie jest tylko narzedziem
teoretycznym. Moze praktycznie stuzy¢ operacyjnej praktyce i jest niezbednym elementem
nowoczesnych metod walki z przestepczoscig.
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JAK LICZBY PIERWSZE CHRONIA NASZE DANE
— 1 CZY KOMPUTERY KWANTOWE TO ZMIENIA?

Kinga HISZPANSKA, Alicja SZOSTAK
Politechnika Gdanska, Gdansk

Wstep

Liczby pierwsze pojawiajg sie juz na wczesnym etapie poznawania nauk matematycznych i stgd
znane nawet od szkoty podstawowej. Liczba pierwsza to taka, ktéra dzieli sie przez jeden i samg
siebie. Wiasnosc¢ ta wydaje sie zupetnie nieznaczgca w Swiecie zaawansowanej nauki, jednakze
liczby pierwsze odgrywajg fundamentalng role w wielu dziedzinach matematyki i informatyki.

Szczegoing role odgrywajg w teorii liczb oraz kryptografii, gdzie — jak sam tytut sugeruje — chronig
nasze dane i przyczyniajg sie do rozwoju komputerow kwantowych. Wiasnie te zastosowania oraz
droga od poszukiwania liczb pierwszych az do rozwoju najnowszych technologii zostang szerzej
omowione w niniejszym artykule.

Geneza

Wraz z odkrywaniem kolejnych zastosowan liczb pierwszych, ludzie zaczeli im poswiecaé coraz
wiecej uwagi. Wielu matematykow organizowato konkursy na odnalezienie jak najwiekszej liczby
pierwszej. Ich gtbwnymi motywacjami byly: stawa, che¢ odnalezienia nowych liczb doskonatych, czy
pragnienie gtebszego poznania struktur liczbowych.

Jedng z postaci, ktére przyczynity sie do rozwoju tej dziedziny, byt Marin Mersenne — francuski
duchowny katolicki i uczony (teolog, filozof, matematyk i teoretyk muzyki). Jego wktad w badania
nad liczbami pierwszymi jest na tyle znaczacy, ze znamy 28 liczb Mersenne'a, z ktérych osiem
nalezy do najwigkszych znanych liczb pierwszych. Sg one postaci:

2P —1,

gdzie p jest liczba pierwszg.
Najwigksza liczba posiada wykfadnik 51 i jest ztozona z 41 milionéw cyfr.

Jak sie jednak pdzniej okazato powyzszy wzor nie jest spetniany przez p = 61, 87, 107 .

Nie tylko liczby nazwano imieniem Mersenne'a; istnieje takze algorytm Mersenne Twister, ktory stuzy
do generowania liczb pseudolosowych. Dtugo$¢ okresu tego generatora wynosi 219937 — 1, czyli taka
ilos¢ liczb pseudolosowych zostanie wygenerowanych, zanim cigg zacznie sie powtarzac. Liczba
19937 jest wyktadnikiem jednej z liczb Mersenne’a, zatem tworcy zdecydowali sie uzy¢ nazwiska
mnicha do nazwy algorytmu.
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Jak pokazuje powyzszy przypadek, matematycy szukali nie tylko liczb pierwszych, ale i sposobow
na ich wyznaczenie. Jednym z takich sposobdéw jest metoda sita. Metody sita to metody stuzgce do
oszacowania liczebnosci réznych zbioréw, zdefiniowanych przy uzyciu wiasno$ci multiplikatywnych.
Sito Eratostenesa to najprostsza i najczesciej stosowana metoda w praktyce dla umiarkowanie
duzych liczb. Oto instrukcja jego dziatania:

Zapisz wszystkie liczby naturalne od 2don.

Zaczynajac od 2 skresl wszystkie jej wielokrotnosci.

Znajdz kolejng nieprzekreslong liczbe i skresl jej wielokrotnosci.
Powtarzaj krok 3, az dojdziesz do liczby wiekszej od v/n.
Wszystkie nieprzekreslone liczby sg liczbami pierwszymi.

o wON=

Jak wida¢ jest to bardzo tatwy sposob na szukanie liczb pierwszych.
Na przykfad, dlan = 12 mamy

2 3 4 5 6 7 8 9 10 |11 (12

Skreslamy wszystkie wielokrotnosci 2 i zostajg liczby:

2 3 5 7 9 11

Kolejng nieprzekreslong liczbg jest 3, wiec skresimy teraz jej wielokrotno$ci:

2 3 5 7 11

Nastepng liczbg jest 5, ale 5 jest wieksze od V12, zatem 2, 3, 5, 7 i 11 sg liczbami pierwszymi.

Kolejng réwnie przystepng metodg jest test pierwszosci Fermata, nazwany od Pierre’a Fermata —
francuskiego prawnika i matematyka zyjgcego w XVII wieku. W przeciwienstwie do wyzej opisanego
sita, ktore sprawdza wiele liczb naraz, test ten stuzy do oceny pojedynczych liczb i stwierdzenia, czy
dana liczba moze byc¢ pierwsza. Test pierwszosci Fermata polega na tym, ze dla liczby catkowitej p
> 2, wybiera sie losowo liczbe a taka, ze 1 <a <p . Nastepnie sprawdza sie, czy zostato spetnione
mate twierdzenie Fermata:

aP™' —1 = 0 (mod p).

Trzeba pamietac¢, ze a i p muszg by¢ wzglednie pierwsze, czyli najwiekszy wspodlny dzielnik tych
liczb wynosi 1. Gdy otrzymana warto$¢ (aP?~! mod p) jest rézna od 1, to sprawdzana liczba z
pewnoscig nie jest pierwsza. Jesli jednak wynik wynosi 1 to liczba moze by¢ pierwsza, jednakze
trzeba uwazac na liczby Carmichaela, ktére spetniajg mate twierdzenie Fermata, lecz sg ztozonymi
liczbami naturalnymi na przyktad 561. Przyktadowo sprawdzmy p =7 i wybierzmya =3 (713 sg
wzglednie pierwsze). Zgodnie z matym twierdzeniem Fermata:

371 —1 = 0 (mod 7)
729 = 1 (mod 7).

Otrzymujemy 1, zatem test pierwszosci Fermata nie wyklucza faktu, ze liczba 7 moze by¢ pierwsza.
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Mimo swej prostoty wymienione metody sg bardzo czasochtonne przy duzych liczbach. Dlatego wraz
z rozwojem komputeréw powstaty algorytmy, ktére umozliwiajg szybkie sprawdzanie pierwszosci.
Na przyktad za pomoca algorytmu szybkiego potegowania, czyli metody umozliwiajgcej szybkie
obliczanie poteg o duzym wyktadniku naturalnym, test pierwszosci Fermata mozna wykonac
w czasie:

0(k -1@g3 n),
gdzie k to liczba préb z réznymi wartosciami a.

Kryptografia

Ze wzgledow politycznych i wojskowych rozwineta sie dziedzina nauki zajmujgca sie
zabezpieczaniem informacji poprzez ich szyfrowanie, tak aby byly one dostepne wytgcznie dla
uprawnionych odbiorcow. Dziedzina ta nosi nazwe kryptografii i posiada zastosowanie miedzy
innymi w bankowosci, komunikatorach internetowych, sieci Wi-Fi, czy tez dokumentacji wojskowe;j
oraz polityczne;.

Pierwsze znane proby szyfrowania siegajg okoto 1900 roku p.n.e. i pochodzg ze starozytnego
Egiptu. Zastosowano woéwczas nietypowe hieroglify o symbolicznym charakterze, ktoére miaty
ukrywac¢ prawdziwe znaczenie tekstu.

Z biegiem czasu, wraz z rosngcg wartoscig i wrazliwoscig informaciji, ludzie zaczeli opracowywaé
coraz bardziej zaawansowane metody ich ochrony — od prostych szyfrow po ztozone systemy
kryptograficzne. Liczby pierwsze odegraty fundamentalng role w rozwoju kryptografii i do dzi$
stanowig podstawe wielu systemow bezpieczenstwa w informatyce. W szczegodlnosci
wykorzystywane sg w tzw. funkcjach haszujgcych oraz w algorytmach szyfrowania operujgcych na
liczbach w systemie modulo. Dzigki swojej unikalnej strukturze liczby pierwsze sprawiajg, ze
operacje te sg trudne do odwrdcenia, co znacznie zwigksza poziom bezpieczenstwa danych.

Zastosowanie liczb pierwszych umozliwia tworzenie funkcji, ktére sg tatwe do wykonania w jedng
strone, ale bardzo trudne do odwrocenia bez znajomosci odpowiednich kluczy — a wkasnie na tym
opiera sie nowoczesna kryptografia. Jednym z najbardziej znanych i powszechnie uzywanych
asymetrycznych algorytmow szyfrowania jest RSA (od nazwisk jego twoércow: Rivest, Shamir,
Adleman). W metodach asymetrycznych zaréwno nadawca, jak i odbiorca dysponujg oddzielng para
kluczy. Para ta skfada sie z klucza publicznego, ktory jest jawny i dostepny publicznie, oraz klucza
prywatnego, ktory musi by¢ przechowywany w tajemnicy. Nadawca uzywa klucza publicznego
odbiorcy do zaszyfrowania wiadomosci, a odbiorca odszyfrowuje jg za pomocg swojego prywatnego
klucza. Asymetria polega na tym, ze dane zaszyfrowane kluczem publicznym mogg zostac
odszyfrowane wytgcznie przy uzyciu odpowiadajgcego mu klucza prywatnego.

Przyktad szyfrowania danych za pomocg algorytmu RSA:

Stosujemy oznaczenia:
e p, q —tajne liczby pierwsze (para (p, q ) tworzy klucz prywatny),
e s —wykfadnik szyfrowania (para (p - q, s ) tworzy klucz publiczny),
¢ dla ufatwienia r = p - q (wtedy klucz publiczny to para (r,s)),
e (- zaszyfrowana wiadomosc¢.

Niechp =23,q =17, s = 5. Za pomocg algorytmu RSA zaszyfrujemy wiadomos¢ "X".

Najpierw obliczmy r : r=23-17 =391
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Teraz mamy dwa klucze: prywatny = (23, 17) i publiczny= (391, 5). W alfabecie tacinskim litera
“X” jest na 24. pozycji, zatem: L = 24 .

LS(modr)
245(mod 391) = 300

Szyfrowanie odbywa sie wedtug wzoru: c
Cc

Jak wynika z obliczen, zakodowana wiadomos¢ to “300”.

C % (modr),
30017 (mod 24).

Odszyfrowanie przebiega weditug wzoru: L
L

W alfabecie tacinskim dwudziestg czwartg literg jest X’, zatem odszyfrowalismy wiadomosc.

Ogolne sito ciata liczbowego

Metoda, ktéra obecnie pozwala na najszybszg faktoryzacje duzych liczb, to Ogdlne Sito Ciata
Liczbowego (GNFS - Great Number Field Sieve), moze by¢ wiec zastosowane przy probie ztamania
klucza RSA. Metoda GNFS jest zoptymalizowang wariacjg algorytmu sita liczbowego (NFS - Number
Field Sieve). W ogodlnosci GNFS polega na szukaniu odpowiednich gtadkich liczb, czyli takich,
ktorych wszystkie dzielniki pierwsze sg mniejsze lub rowne od okreslonego progu ustalonego przez
dang baze liczb pierwszych.

Algorytm GNFS poddajgcy faktoryzacji liczbe obejmuje wykonanie nastepujgcych krokéw opisanych
skrotowo ponizej:

1. Wybor liczby oraz odpowiadajgcego jej wielomianu.
Wybrana liczba powinna by¢ naturalna, a odpowiadajacy jej wielomian spetniac warunek:

f(m) = 0 (modn)
Najtatwiej go speic, gdy:

fm) = agm® +a_ym@ P+ .+ ay = n.
gdzie a, d to odpowiednie wspotczynniki.
2. Definicja baz liczbowych

Zdefiniujmy teraz bazy liczbowe R oraz A . Baza R sktada sie ze skohczonej liczby liczb pierwszych,
za$ baza A zawiera pary liczb (r, p), okreslone zaleznoscia:

f(@) = 0(modp)

Liczby p sg liczbami pierwszymi. Wyrdznia sie rowniez baze Q, ztozong z par (s, g), ktére nie
zostaty uwzglednione w bazie A .

3. Zastosowanie sita w znalezieniu par liczb.
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Oznaczmy przez 6 zmienng reprezentujgcg pierwiastek z wybranego w pierwszym punkcie
wielomianu. Po zdefiniowaniu baz nalezy przystapi¢ do znalezienia metodg sita par liczb (a, b), dla
ktérych nastepujgce wyrazenia:
X
y

a+ bm
a+ bo

sg gtadkie odpowiednio dla baz liczbowych R oraz A . Oznacza to, ze ich dzielniki wystepujg w danej
bazie.

4. Konstrukcja macierzy.

Odnalezione pary (a, b) pozwalajg na skonstruowanie macierzy X . Kazdy wiersz macierzy
reprezentuje dang pare (a, b). Wartosci w poszczegolnych kolumnach zalezg od znaku
przyjmowanego przez wyrazenie, czynnikow pierwszych gtadkich wyrazen opisanych w poprzednim
punkcie, a dokfadniej od poteg, w jakich te czynniki wystepujg przy faktoryzacji oraz wartosci
przyjmowanych przez okreslone ilorazy. Doktadna posta¢ wiersza macierzy X dla danej pary (a, b)
wyglada nastepujgco:

0,a+bm=>0
e1 (mod 2) ez (mod 2) e er (mod 2)
1, else

fi (mod 2) fo (mod 2) fi  (mod 2)

0. ((l*lj.\‘z) -1 0. ((H—bsg) = 0. (a+bs..> =1 1
@ g2 ... %
1, else 1. else 1. else

Rys. 1 Postaé pojedynczego wiersza macierzy X [2].

Po zdefiniowaniu macierzy X, wykorzystuje sie jg do rozwigzania rownania postaci:

Ay
A
xT .2 =0 mod 2

Ay

Elementy macierzy 4,, A,, ... przyjmujg wartosc 0 albo 1, w zaleznosci od tego czy wyrazenie dla
danej pary (a, b); jest rowne liczbie bedacej kwadratem catkowitym. Takie pary mozna wydzieli¢ do
nowej bazy V.

5. Rozwigzanie rownania

Dla wybranych par (a, b) znajdujgcych sie w bazie V oblicza sie dwa iloczyny dla wyrazen
x=a+bm oraz y =a+ b6. Nastepnie nalezy wyznaczyC pierwiastki z tych iloczynow oraz
przeprowadzi¢ przeksztatcenie (mapowanie) wyrazenia z 6. Wowczas nastepuje weryfikacja, czy
uzyskane pierwiastki spetniajg ponizszg zaleznosc:

y? = x?(modn).

Szukane czynniki pierwsze mozna znalez¢ wykorzystujgc algorytm Euklidesa do wyznaczania
najwiekszego wspolnego dzielnika:
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NWD(n,y + x) = Py,
NWD(n,y —x) = P,.

Stqdn=P1-P2
Jedli odnalezione liczby nie sg czynnikami pierwszymi, nalezy powtorzy¢ algorytm dla ponownie
wybranej wartosci m .

Jak mozna zauwazy¢, algorytm ogdlnego sita ciata liczbowego ma skomplikowang procedure. Aby
pomoc w zrozumieniu mechanizmu jego dziatania, ponizej przedstawiamy przykfad zastosowania
metody sita liczbowego (NFS), uproszczonej wersji GNSF.

Przyktad

Poszukujemy czynnikéw pierwszych liczby n = 51 . Ustalmy baze czynnikow P = {2, 5, 7, 11, 13}.
Celowo nie ma w niej dzielnikow n — gdyby wystepowaly w bazie, nie bytoby potrzeby stosowania
algorytmu. Nastepnie losowane sg wartosci z, ktore sktadajg sie z czynnikdw pierwszych
wystepujgcych w bazie P. Tworzy sie wowczas relacje miedzy wartosciami z, a liczbami, ktérych
reszta po dzieleniu przez n jest rowna z. Ponizej znajdujg sie przyktadowe relacje:

52 = 225079119131
22507911913% =4 = 55 = 205179111139
20517011°13% =5 = 56 = 23597111°13°
3: 20507011°13 = 13 = 64 = 26597911013°

20507011°13% =1

POODN =~
N N N N
Il
= U1

Sposrod znalezionych relacji trzeba wybra¢ takie potgczenia, dla ktdérych zachodzi relacja
a’ = b®mod(n), warto$¢ a jest iloczynem wybranych relacji, a b odpowiada liczbie, ktora
podniesiona do kwadratu jest resztg dzielenia a przez n. W naszym przypadku jest to spetnione dla
relacji 3 -4:

562 - 64?2 = 25 - 16 = 202 (mod 51).
Réwnanie mozna sprowadzi¢ do postaci:

142
ZZ

= 20?% (mod 51),
= S? (mod 51).

Szukamy teraz najwiekszego wspoélnego dzielnika dla nastepujgcych par liczb:

NWD(Z — S, n) = NWD(14 — 20, 51) = NWD(—6, 51) = 3,
NWD(Z + S, n) = NWD(14 + 20, 51) = NWD(34, 51) = 17.

W ten sposéb poznalismy czynniki pierwsze liczby 51.

Zalezno$¢ miedzy liczbg znakow a czasem faktoryzacji dla algorytmu Ogodlnego Sita Ciata
Liczbowego ma charakter wykfadniczy:

0 (e ((64/9)4/3).(Inn)(/3).(In In n)(2/3)))

Oznacza to, ze faktoryzacja bardzo duzych liczb pierwszych za pomocg GNFS, pomimo bycia
najefektywniejszg metoda, wymaga niewyobrazalnej ilosci czasu i mocy obliczeniowej. Ponizszy
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wykres przedstawia postepy w faktoryzacji liczb o coraz to wigkszej liczbie bitéw. Bit oznacza
pojedynczg cyfre w zapisie binarnym liczby, np. liczba 5 w binarnym zapisie to 101 — ma 3 bity.

W 2020 roku dokonano faktoryzacji klucza RSA o 250 liczbach dziesietnych (czyli sktadajgcego sie
z 829 bitow). Przy uzyciu pojedynczego komputera proces ten zajatby 2700 lat. Klucze RSA
uzywane powszechnie w szyfrowaniu danych posiadajg az 2048 bitéw, czyli ponad 600 cyfr. Biorgc
to pod uwage, mozna stwierdzi¢, ze obecnie bezpieczenstwo kluczy RSA nie jest zagrozone
klasycznymi metodami faktoryzaciji.

2020

2015

2010 - L]

2005 - .

2000

year challenge was broken
L]

1995

1990
300 350 400 450 500 550 600 650 700 750 800

number of bits

Rys. 2 Wykres przedstawiajgcy lata, dla ktérych po raz pierwszy tamane byly szyfry RSA o danej liczbie
bitow. [7]

Kryptografia kwantowa

W ostatnich latach coraz czesciej styszy sie o postepach zwigzanych z budowg komputera
kwantowego — urzgdzenia dziatajgcego w inny sposob niz powszechnie uzywane klasyczne
komputery. Otwiera to réwniez nowe mozliwosci zwigzane z wydajnoscig i charakterem algorytmow,
ktére mozna przeprowadzi¢ z pomocg komputeréw kwantowych.

W komputerach kwantowych podstawowg jednostkg informaciji jest kubit. Rd6zni sie on od bitow dla
klasycznych komputeréw tym, ze podlega zjawiskom opisywanym przez mechanike kwantowa takim
jak:
1. Superpozycja — oznacza, ze kubity mogg by¢ jednoczesnie w wielu stanach z réznym
prawdopodobienstwem.
2. Interferencja — w jej wyniku nastepuje wzmacnianie lub ostabianie prawdopodobienstw
roznych wynikow.
3. Splatanie — czyli potgczenia miedzy kubitami, przez co ich zmiany wptywajg wzajemnie na

siebie.
Superposition Interference Entanglement
Bit Qubit Constructive Destructive @
A AYA e
AT VAYAN Ir
\\ I )
- @

Rys. 3 Zjawiska wykorzystywane przez komputer kwantowy. [8]
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Dzieki tym witasciwosciom, komputery kwantowe sg w stanie wykonywacC operacje w znacznie
szybszym czasie niz klasyczne komputery. Przetwarzajg one wiele mozliwych stanéw jednoczesnie
i szybciej dochodzg do prawidtowego rozwigzania, zwtaszcza tam, gdzie klasyczne maszyny muszg
prébowaé kazdg mozliwos¢ osobno.

W przypadku faktoryzacji duzych liczb naturalnych, algorytmem kwantowym, ktéry moze zostaé
zastosowany jest Algorytm Shora. Opracowat go w 1994 Peter Shor. Algorytm ten stat sie
powszechnie znany jako algorytm kwantowy stanowigcy potencjalne zagrozenie dla systemu RSA.
Ponizej, w kilku krokach przedstawiamy procedure jego realizaciji.

Algorytm Shora

Faktoryzacji poddana zostanie liczba N, z kolei liczba g to dowolnie wybrana liczba naturalna
mniejsza od N, stuzy jako punkt startowy w realizacji algorytmu. Waznym punktem procedury jest
skorzystanie z ponizszej zaleznosci:

gP—1=m N,
gdzie g, p, m oraz N sg dodatnimi liczbami catkowitymi.

Wynika z niej, ze jakakolwiek wybrana liczba g podniesiona do odpowiedniej potegi p pomniejszona
0 jeden jest wielokrotnoscig szukanej liczby N . Wyrazenie po lewej stronie réwnania mozna zapisaé
w postaci iloczynu.

(1) (1) = o

Wéwczas wyrazenia w nawiasie z pewnym prawdopodobienstwem sg wielokrotnosciami czynnikow
pierwszych liczby N . Prawdopodobienstwo to wynosi dokfadnie 37,5%, w pozostatych przypadkach
okazuje sie, ze wartos¢ p jest nieparzysta lub wartosci w nawiasie sg wielokrotnoscig N . Oznacza
to, ze w 99% wystarczy mniej niz 10 prob dobrania parametru g, aby przeprowadzi¢ udang
faktoryzacje. Kolejne kroki algorytmu koncentrujg sie wokot znalezienia odpowiedniej potegi p .

1. Cze$c klasyczna:

Na wejsciu podawana jest liczba x, ktéra tworzy liczbe g*. Zaréwno x jak i g* sg zapisywane.
PozZniej badane jest o ile g* jest wigksze od liczby N pomnozonej przez mozliwie najmniejsze m , te
réznice oznacza sie jako r . Na wyjsciu zapisywana jest warto$¢ x oraz reszta r:

|x) = g* = |x,g*) > m-N - |x,+7).
g g

W tym miejscu spotykamy sie z charakterystycznym oznaczeniem w mechanice kwantowej: | ). Jest
to tzw. ket, stuzgcy do opisu standw kwantowych. | x) mozna przedstawi¢ jako wektor kolumnowy
(macierz o jednej kolumnie), ktérego elementy odpowiadajg r6znym mozliwym wartosciom x :

Ty
WD)

2) =

xn
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Taki sposob zapisu podkresla, ze dzieki superpozycji kubitéw weryfikacje kolejnych liczb x mozna
przeprowadzi¢ rownolegle, co zwieksza szybkosc¢ algorytmu.

2. Cze$c¢ kwantowa:

Celem tej czesci algorytmu jest znalezienie rozwigzania ws$rdéd zbioru wartosci x oraz
odpowiadajgcych reszt o postaci:
lp, +1).

Czyli szukamy ws$réd x wartosci p, dla ktérej r jest rowne 1. Jest to mozliwe z wykorzystaniem
prostej matematycznej obserwacji. Przy mnozeniu g? oraz g*, gdzie x jest dowolne, otrzymuje sie
nowag wielokrotnos$¢ m,, ale reszta r nadal odpowiada danej liczbie x .

gP) =gP.g* = (m -N +1)(my-N +7r) = (mmN+rm+m)-N+7r =m,- N +7.

Dziata to réwniez dla g@P+®, g(3p+%) jtd. a wiec jest to powtarzalna wiasno$é, ktérg mozna
wykorzysta¢ wraz z superpozycjg standw.

Kolejnym krokiem jest wybér jednej warto$ci r, przyktadowo r = 3, i wydzielenie tych poteg x, dla
ktérych wystepuje r o takiej wartosci. Okazuje sie, ze te potegi znajdujg sie w odlegtosci od siebie
réwnej p , wystepujg wiec z pewng czestotliwoscia:

f=1

;.
Do znalezienia czestotliwosci f postuzy kwantowa transformata Fouriera, kitdra jest w stanie

wydzieli¢ z superpozycji stanéw te, ktére powtarzajg sie z zadang czestotliwoscig, a pozostate
poddac interferencji destruktywnej.

Ix) + [x + p) + |x + 2p) + - = QFT - |1/p).
Jedli uzyskane p jest liczbg parzystg, procedura zakonczyta sie powodzeniem i wéwczas wystarczy

wykorzystac algorytm Euklidesa, aby znalez¢ najwieksze wspdlne dzielniki liczby N oraz wyrazen
wystepujacych w poczgtkowym wzorze.

(46) (o)) =a-pr b P2 =

Wykorzystujgc komputer kwantowy czas faktoryzaciji liczby pierwszej N wynidstby:

0((Eg N)*).
Dla duzych liczb réznica w czasie obliczeniowym miedzy klasycznym, a kwantowym komputerem
staje sie ogromna, co pokazuje ponizszy wykres zaleznosci liczby operacji od liczby cyfr liczby

poddawanej faktoryzacji. Dla liczby 250-cyfrowej algorytm Shora dokona rozkiadu na czynniki
pierwsze okoto 10%° razy szybcie;j.
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Rys. 4 Zaleznos¢ liczby operacji od ilosci cyfr w liczbie dla klasycznego algorytmu i algorytmu Shora. [9]

Podsumowanie

Komputery kwantowe majg potencjat do tamania klasycznych systeméw szyfrowania, takich jak
RSA. Szacuje sig, ze maszyna z miliardem kubitéw mogtaby ztama¢ klucz RSA-2048 w zaledwie 8
godzin. Obecnie dostepne komputery kwantowe dysponujg jednak jedynie 50-80 kubitami. Do tej
pory algorytm Shora zostat zastosowany do faktoryzacji matych liczb, takich jak 15, 21 i 35, nawet
w tym przypadku dziatanie byto dalekie od ideatu. Pomimo ograniczen, rozwdj tej technologii stale
postepuje, jednak nie stanowi ona realnego zagrozenia dla klasycznej kryptografii w najblizszej
przysztosci.
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TO TEZ MOZE CI SIE SPODOBAC...”. CZYLI O ALGORYTMACH
ASOCJACYJNYCH SLOW KILKA.

Kacper WIACEK
Politechnika Krakowska im. Tadeusza Kosciuszki, Krakéw

Wstep

Odkrywanie regut asocjacyjnych stanowi kluczowy element analizy koszykowej, umozliwiajgcy
identyfikacje zalezno$ci pomiedzy obiektami w duzych zbiorach danych. Dzieki ekstrakcji z bazy
danych zbiorow elementow wystepujgcych wystarczajgco czesto razem, mozemy wyciagngc
whnioski co do prawdopodobienhstwa ich dalszego wspdlnego wystepowania. Tworzone na podstawie
czestych zbiorow elementéw implikacje nazywamy regutami asocjacyjnymi. Wyrazajg one
empiryczng wartos¢ probabilistyczng np. tego, jaka jest szansa, ze klient zakupi okreslone
przedmioty, jesli wiadomo jakie przedmioty juz kupit. Algorytmy stuzgce do wynajdywania regut
asocjacyjnych nazywamy algorytmami asocjacyjnymi. Uzywane sg do efektywnej ekstrakcji regut
asocjacyjnych z tabeli o liczbie siegajgcej kilkuset tysiecy wierszy, stanowig wiec cenne narzedzie
w analizie danych, szczegdlnie w marketingu, w celu tworzenia trafnych rekomendacji, ale takze
w medycynie, bioinformatyce czy kryptografii.

Tabela transakcji
Towarami lub przedmiotami (ang. ltems) nazywac¢ bedziemy zbior binarnych atrybutéw:
I={,1,..,1}
natomiast zbiorem przedmiotow X nazwiemy dowolny niepusty podzbidr zbioru atrybutow.
Méwimy, ze n-wymiarowy wektor w jest binarny, jesli:
vk € {1,..,n}:wlk] € {0,1}.

Niech T = {t;, t;, ... } bedzie zbiorem transakcji. Kazda transakcje t,, mozemy przedstawic jako
wektor binarny £,,, taki ze:

{Ik Et, © t,lk] =

1
Iy ¢&t, e t,[k]=0

n @
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Przyktad 1a

Rozwazmy nastepujgcy tabele transakciji:

T mleko | sok | chleb | masto | jajka
& 1 0 1 0 0
t, 1 1 0 1 1
[ 0 0 1 0 1
Ty 1 1 0 0 1
ts 1 1 1 0 0

Tab. 1 Tabela opisujgca zbiér transakcji T
W  tym przypadku T = {t;,t,, t3,ts,ts}, natomiast [ = {mleko,sok,chleb, masto,jajka}.
Kazda transakcja jest w tej tabeli wektorem binarnym, a wartosci poszczegolnych wspétrzednych

tych  wektorow informujag o przynaleznosci danego produktu do tej transakciji.
Przyktadowo: t; = {mleko, chleb}, a t; =[1,0,1,0,0].

Czeste zbiory przedmiotow
Wsparcie o(X) zbioru atrybutéw X (ang. support of the itemset) definiujemy wzorem:

oX) =|{t; eT:X S t;}.

Jest to liczba transakcji, w ktorych zakupiony zostat zbior X. Jest to wiec po prostu liczba wszystkich
wystgpien zbioru X w catej analizowanej tabeli transakciji.

Przyktad 1b

W powyzszej tabeli: o({mleko, chleb}) = 2, poniewaz zbiér {mleko, chleb} wystepuje w niej 2 razy,
zas, o({mleko}) = 4, bo singleton (zbiér jednoelementowy) {mleko} wystepuje w tabeli 4 razy.
Wsparciem minimalnym minS nazywamy dowolng, wprowadzong przez uzytkownika, liczbe
naturalng.

Powiemy, ze zbidr X spetnia warunek czestosci (jest czesty), jesli: a(X) = minsS.

Reguly asocjacyjne

Reguta asocjacyjna ma postac implikacji X = Y, gdzie: X,Y C I, XNnY = Q.
Istotnos¢ reguty asocjacyjnej mierzona jest przy pomocy nastepujgcych parametrow:

* wsparcie reguly dane wzorem: s(X = Y) = “fvw), gdzie N to liczba wszystkich transakgiji,
.. , . o(Xuy)
* pewnosc reguly (ang. confidence) dana wzorem: c(X = Y) = 00

Przyktad 1c

s({mleko} = {chleb}) = g =04
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2
24
c({chleb} = {mleko}) = 3= 0.(6).

W przeciwienstwie do informacji o czestosci zbioru, reguty asocjacyjne sg niesymetryczne,
pozwalajgc na wyciggniecie doktadniejszych wnioskéw, jak w powyzszym przykfadzie ilustrujgcym,
ze empiryczne prawdopodobienstwo zakupienia przez klienta mleka, zwazajgc na fakt, ze kupit juz

chleb, jest znaczaco inne niz prawdopodobienstwo zakupu chleba, jesli wiadomo, ze zostato
zakupione mleko.

c({mleko} = {chleb}) === 0.5

Algorytm Apriori

W celu stworzenia regut asocjacyjnych dla duzych baz danych, stosuje sie algorytmy asocjacyjne.
Warto zaznaczy¢, ze reguty asocjacyjne sg zdefiniowane tylko poprzez czeste zbiory przedmiotow,
a wiec podstawowym zadaniem tych algorytméw jest znalezienie takich zbioréw, ktore spetniajg
warunek czestosci zdefiniowany przez wartos¢ minS wprowadzong przez uzytkownika. Przykladem
takiego algorytmu jest algorytm Apriori, ktdry jest pierwszym takim algorytmem. Stworzony w 1994
przez R. Agrawala i R. Srikanta charakteryzuje sie prostym podejsciem: na podstawie tabeli
k-elementowych zbioréw czestych wraz z ich wsparciem, generuje zbiory (k + 1)-elementowe,
a nastepnie przeszukuje catg tabele, w celu zliczenia ich wystgpien, co dla duzych baz danych potrafi
by¢ bardzo pamieciochtonne. Proces ten jest iterowany, az do momentu znalezienia wszystkich
czestych zbioréw.

Kluczowg cechg algorytmu Apriori (pod wzgledem oszczedzania pamieci) jest pomijanie
generowania tych zbiorow, ktérych podzbiory nie spetniajg warunku czestosci.

Rys. 1. Przyktadowy diagram tworzenia i pomijania zbioréw dla 4-elementowej tabeli transakcji.

Przyktadowo, dla powyzszego diagramu: Jesli zbior {AB} zostat uznany przez algorytm jako
niespetniajgcy warunku czestosci, to algorytm catkowicie pomija generowanie zbiorow {ABC},
{ABD}, {ABCD}, poniewaz z definicji nie mogg one wystepowac w tabeli czesciej niz zbior {AB}.
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Przebieg algorytmu Apriori zobrazowany zostanie na nastepujacej, przyktadowej tabeli pieciu
transakcji, zawierajgcej pie¢ przedmiotow, przyjmujgc minS = 2. W celu zwiekszenia czytelnosci
przyjmijmy T = {T100,7200,7300,7400,T500} oraz I = {I1,12,13,14,I5}.

Rys. 2 Schemat dziatania algorytmu Apriori na przyktadzie Tabeli 2.

ID Transakcji Lista przedmiotow
T100 11,12
T200 12,13
T300 11,13,14,15
T400 I1,13,15
T500 11,12,13,15
Tab. 2
Zbior | Wsparcie Zbior | Wsparcie Zbior | Wsparcie
{11} 4 Usuniecie nieczestych {11} 4 Generowanie zbioréw | {I1,12} 2
{12} 3 zbiorow {12} 3 (k + 1)-elementowych | {I1,13} 3
{13} 4 | a3} 4 (11,15} 3
{14} 1 {I5} 3 {I12,13} 2
{15} 3 {12,15} 1
{I3,15} 3
Usuniecie nieczestych zbioréw
Zbior | Wsparcie Usuniecie nieczestych
{I11,12} 2 Generowanie zbioréw Zbior | Wsparcie zbioréw Zbior | Wsparcie
{I11,13} 3 (k + 1)-elementowych |{I1, 12,13} 1 > |{I1,13,15} 3
(11,15} 3 "~ {11,13,15} 3
(12,13} 2
{I3,15} 3

W wyniku usuniecia zbioru {I4} w kroku 2, w nastepnym kroku nie bedg generowane zbiory
{11,14},{12,14},{13,14},{I4,15},a w wyniku dodatkowego usuniecia zbioru {I2,I5}w kroku 4,
w dalszych krokach nie beda generowane zbiory: {I1,12,14,},{I1,12,15},{I1,13,14},{I1,14,15},
{12,13,14},{12,14,15},{12,13, 15} {I3, I4, I5}. Natomiast dzieki usunieciu zbioru {I1, 12, 13}, algorytm nie
generuje juz zbioréw 4-elementowych (poniewaz znaleziony zostat tylko jeden zbiér czesty dtugosci
3). W tym przypadku proces ten zmniejsza liczbe wymaganych skanéw catej tabeli z 31 do 13, gdyz

() +()+ ()ri=o

Jest to liczba wszystkich kombinacji zbioru 5-elementowego, natomiast dzieki wczesniejszemu
usunieciu ww. zbioréw, algorytm zlicza wystgpienia jedynie 13 zbiorow.
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Algorytm FP-Growth

Kolejnym omawianym algorytmem jest algorytm FP-Growth (ang. frequent pattern growth), ktory
kompresuje tabele transakcji w drzewo regut (ang. FP-Tree) poprzez tworzenie gatezi bedacych
kolejnymi transakcjami, w ktorych przedmioty posortowane sg malejgco wzgledem ich wsparcia
(rozumianego jako wsparcie singletonu). Kazdy przedmiot przy wpisaniu w drzewo otrzymuje wage
rowng 1, natomiast przy wpisywaniu kolejnych transakcji zwieksza ona o 1, dla kazdego zawartego
w niej przedmiotu. Nastepnie algorytm przeszukuje poddrzewa zawarte w FP-tree i zwraca tabele
ze Sciezkami tych drzew, zawierajgca czeste zbiory. W ten sposob algorytm FP-Growth pomija w
zupetnosci proces generowania kandydatéw, jak i koniecznos¢ wielokrotnego skanowania catej
tabeli.

NULL

Rys. 3 Drzewo regut dla Tabeli 2, skonstruowane poprzez wpisanie w nie transakcji,
posortowanych malejgco wzgledem wsparcia przedmiotéw.

Wpisanie pierwszej posortowanej transakcji w drzewo ogranicza sie do stworzenia gatezi, w ktorej
kazdy przedmiot wpisany jest poczatkowo z wagg 1. Kolejne transakcje wpisywane sg naktadajac je
(jesli to mozliwe) na istniejgce gatezie, przy jednoczesnym zwigkszeniu wagi kazdego z przedmiotu
wystepujgcego w transakgciji.

Przyktadowo: pierwsza wpisana transakcja {I1,12} tworzy pierwszg gatgz, druga transakcja
{13,12} rowniez tworzy nowg gatgz, natomiast transakcja {I1,13,15,14} pozwala ,przej$¢’ przez
przedmiot I1, podnoszac jego wage o 1, a nastepnie tworzy ona kolejng gatgz. Po wpisaniu w drzewo
pozostatych transakcji, otrzymujemy rezultat jak powyze;j.

Nastepnie tworzona jest baza warunkowa, zawierajgca wszystkie mozliwe Sciezki dotarcia do
danego przedmiotu, wraz z waga, ktérg ten przedmiot otrzymuje w wyniku przejscia przez dang
Sciezke.

Przyktadowo, $ciezki prowadzgce do przedmiotu I5, to: {I1,13} z wagg 2, oraz {I1,13,12} z waga 1.
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Przedmiot Baza warunkowa
14 {I11,13,15:1}
12 {11:13},{13:1},{11,13: 1}
15 {11,13:2},{I11,13,12: 1}
I3 {I1: 3}
1 -

Tab. 3

Nastepnie wszystkie podzbiory zbioréw z bazy warunkowej umieszczane sg w drzewie warunkowym
z wagq odpowiadajgcg sumie wag zbioréw, ktérych sg podzbiorami.

Przyktadowo, dla przedmiotu I5, podzbiér {I1, 13} wystepuje w bazie warunkowej w zbiorach {I1, I3}
oraz {I1,13,12}, wiec wpisany zostanie do drzewa warunkowego z wagg 2 + 1 = 3.

Przedmiot | Baza warunkowa Drzewo warunkowe
14 {I1,13,15: 1} {11: 1}, {13: 1}, {I5: 1}, {I1,13: 1}, {I1,15: 1}, {I3,I5: 1},
{I1,13,15: 1}
2 {I1: 13}, {13: 1}, {11, 13: 1} | {I1:2},{I3: 2}, {I1,13: 1}
I5 {11,13:2},{I11,13,12: 1} | {11:3},{12: 1}, {13: 3}, {I1,13: 3}, {I3,12: 1}, {I1,12: 1}
3 {11:3} {11:3}
11 -
Tab. 4

Czeste zbiory otrzymywane sg w wyniku dotgczenia odpowiedniego przedmiotu do zbioréw z drzewa
warunkowego, ktérych waga (rbwnowazna wsparciu zbioru) jest wieksza od wybranego wsparcia
minimalnego.
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Przedmiot | Drzewo warunkowe Czeste zbiory
14 {11:1},{I3: 1}, {I5: 1}, {11, 13: 1}, {I1,15: 1}, {I3,15: 1}, {I1, 13, I5: 1} | -
2 {11:2},{13: 2},{I1,13: 1} {11, 12:2},{13,12: 2}
I5 {11:3},{12: 1}, {13: 3}, {I1,13: 3}, {I3,12: 1}, {I1,12: 1} {I11,15:3},{I3, 15: 3}
{I11,13,15: 3}
3 {11:3} {I11,13:3}
11 - -
Tab. 5

W rezultacie otrzymywane sg zawsze te same zbiory czeste, co w wyniku przeprowadzenia
algorytmu Apriori.

Algorytm EClaT

Algorytm ECIaT (ang. Equivalence class transformation) znajduje czeste zbiory przedmiotéw
poprzez zmiane formatu tabeli na pionowy. Wszystkie transakcje zawierajgce dany przedmiot sg
grupowane w jeden rekord, a ich liczba jest wprost z definicji rowna wsparciu tego przedmiotu.
Czeste zbiory (k + 1)-elementowe generowane sg przez przeciecie transakcji odpowiednich
podzbioréw. W wyniku wczesniejszego pomijania badz usuwania nieczestych zbioréw, algorytm
dziata na coraz to mniejszej tabeli, co znaczaco zwieksza jego efektywnosc.

ID Transakcji Lista przedmiotow
T100 11,12
T200 12,13
T300 11,13,14,15
T400 11,13,15
T500 11,12,13,15
Tab. 6

[ ol <'\'
PL Politechnika todzka wee




66

'.BP MathUp

Matematyki

Nastepuje zmiana formatu tabeli na pionowy:

Przedmiot Lista ID transakcji
I1 T100,T300,T400,T500
12 T100,T200,T500
I3 T200,T300,T400,T500
14 T300
I5 T300,T400,T500

Tab. 7

Zbiory (k + 1)-elementowe generowane sg poprzez przeciecie zbiorow transakcji dla odpowiednich
przedmiotéw, z pominieciem zbioréw, ktérych liczba transakcji nie spetnia warunku czestosci (jak
poprzednio przyjmujemy minS = 2):

Przedmiot Lista ID transakcji

(11,12} 7100, T500

{I1,13} T300,7400,T500

{11, 15} T300,7400,T500

(12,13} 7200, T500

{13,15} T300,7400,T500

{I11,13,15} T300,7400,T500
Tab. 8

Warto odnotowac, ze zmiana formatu tabeli wraz z wyszukiwaniem przecie¢ zbioréw w coraz to
mniejszych tabelach wptywa pozytywnie na pamieciochtonnos¢, jednak w przypadku tabeli
transakcji zawierajgcej zbiory o stosunkowo duzym wsparciu, proces znajdowania ich przecie¢
znaczaco ogranicza efektywnos¢ tego algorytmu.

Podsumowanie

Reguty asocjacyjne sg niezwykle przydatne w dziedzinach takich jak marketing, gdyz umozliwiajg
podejmowanie skutecznych decyzji na podstawie wzorcow odkrytych w duzych zbiorach danych.
Warto zauwazy¢ jednak, ze przyktad tworzenia rekomendacji ukazuje tez ich ograniczenia. Reguty
asocjacyjne dajg nam tylko pogladowe informacje, o charakterze czysto ilosciowym. W przypadku,
gdy kluczowe sg odpowiednie cechy przedmiotow, jak na przyktad gatunki filméw czy utworow,
reguty asocjacyjne mogg wykazaé¢ zaleznosci pomiedzy nimi, jednak dla petniejszego obrazu
zachowan konsumentow potrzebne jest wsparcie innych algorytmow, nierzadko opartych o uczenie
maszynowe.
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TIME-FREQUENCY FOURIER METHODS
FOR LIVE AUDIO NOISE REDUCTION

Eldar MUKHTAROV
Politechnika t.6dzka, t6dz

Introduction

In today’s digital world, where we rely mostly on video calls, voice assistants, and streaming music,
having clear and understandable audio is essential. However, background noise (e.g., conversations
or mechanical sounds) often makes it hard to hear the main sound clearly. Hence, the digital signal
processing provides a range of methods to tackle this issue, where Fourier analysis is one of the
most important methods in the resolution.

The Fourier Transform, in its different forms, is a mathematical tool to decompose a signal from its
time-domain representation into its constituent frequencies in the frequency domain [1]. This
transformation allows the separation of desired signal components from noise components, which
may have distinct spectral characteristics, hence the usage in broad signal processing tasks.

This chapter introduces the theoretical foundations of Fourier Transforms and their practical
application in audio denoising. We begin with the continuous Fourier Transform, then its adaptations
for digital signals, namely, the Discrete Fourier Transform (DFT) and the Fast Fourier Transform
(FFT). Despite their power and broad use, they are best suited for stationary signals, where statistical
properties do not change over time. Real-world audio, particularly speech mixed with environmental
noise, is often non-stationary. To address this, we introduce the Short-Time Fourier Transform
(STFT), which enables time-frequency analysis that involves how the spectral content of a signal
evolves [2].

Next, we focus on a common STFT-based audio denoising pipeline. This involves segmenting the
noisy audio, applying a window function (e.g., the Hamming window) before STFT, estimating the
noise characteristics in the frequency domain, creating and applying a threshold or gain function to
suppress noise, and, finally, reconstructing the cleaner audio signal using the Inverse STFT (ISTFT).
The effectiveness of the denoising process is evaluated using both subjective listening tests and
objective metrics such as Signal-to-Noise Ratio (SNR).
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Fundamentals of Fourier Analysis for Audio Signals
The Fourier Transform (FT)

The Fourier Transform, developed by Jean-Baptiste Joseph Fourier, states that any continuous and
periodic signal can be represented as a sum of sine and cosine waves of different frequencies and
amplitudes. For a non-periodic, continuous-time signal x(t), its Fourier Transform X(f) is given by:

X(f) = J_Oox(t) e 2Tft dt

And the inverse transform, which converts a signal from the frequency domain back to the time
domain, is:

o= "X et g

where j is the imaginary unit, t is time, and f is frequency [3]. X (f) is a complex function representing
the magnitude and phase of each frequency component in x(t). For audio signals, the magnitude
spectrum | X(f)| reveals the intensity of different frequencies, which is necessary for identifying tonal
components, formants in speech, and the spectral signature of noise.

The Discrete Fourier Transform (DFT)
In digital audio processing, signals are discrete in time and finite in duration. The Discrete Fourier

Transform (DFT) is the analog of the FT for such signals. For a sequence x[n] of N samples, its DFT
X[k] is defined as:

N-1
. n
X[kl = » x[n]e”™N  fork=0,1,..,N—1
n=0
The inverse DFT (IDFT) is:
N-1
1 2k
x[n]:NEX[k]e] N ffhrn=20,1,...,N—1
k=0

Here, n denotes the sample index in the time domain, indicating the position of a sample within the
sequence of N points. In contrast, k denotes the frequency bin index, which corresponds to a discrete
frequency component. Each bin k represents a sinusoid that completes k cycles over the N-point
interval. The DFT thus provides N complex values representing the signal’s content at N discrete
frequency bins [4]. Although the DFT was a revolution in signal processing, its direct computation
requires on the order of N? operations, which can be computationally expensive for large N (i.e.,
long audio segments).
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The Fast Fourier Transform (FFT)

The Fast Fourier Transform (FFT) is not a new transform but a family of highly efficient algorithms
for computing the DFT. Most commonly, FFT algorithms reduce the computational complexity from
O(N?) to 0(NlogN) [5]. This reduction in computation made real-time spectral analysis and complex
audio processing more practical. The FFT produces the same result as the DFT but does so much
faster, using Divide-and-conquer algorithm, that made it ubiquitous in digital audio workstations,
analysis software, and embedded audio devices.

Time-Frequency Analysis for Non-Stationary Audio

Stationary vs. Non-Stationary Signals

A stationary signal's frequency content is consistent throughout its duration. Some examples might
include steady sound of a fan or a long and static beep sound. However, many real-world audio
signals, such as speech, music, and most environmental noises (e.g., cafeteria background, traffic
sounds), are non-stationary — frequency content changes over time [6]. Analyzing such signals with
a single FFT across their entire duration would average out these temporal variations which could
lose important information about when specific frequency events occur.

The Short-Time Fourier Transform (STFT)

To analyze non-stationary signals, we need a method that captures how the frequency content
changes over time. The Short-Time Fourier Transform (STFT) achieves this by performing DFTs on
short, overlapping segments of the signal [2].

This process involves:

1. Segmentation: The input signal x[n] is divided into shorter, overlapping frames, to make sure
that transitions between frames are smooth enough.

2. Windowing: Each frame is multiplied by a window function w[n] (e.g., Hamming, Hann,
Blackman). Windowing tapers the frame at its edges, which reduces the spectral leakage that
could arise from the abrupt truncation of the signal at the boundaries of that frame. The
Hamming window, for example, is commonly used and is defined as:

2nn
W[n]=0.54—0.46cos(M_1) ffr 0 <n<M

where M is the window length [7].
3. DFT Computation: An FFT is computed for each windowed frame.

The STFT X(m, k) of a signal x[n] is given by:

N-1
. n
X(m k) = 2 x[n]Jw[n — mHle7*™ N  k=0,1,..,N — 1,

n=0
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where m is the frame index, H is the hop size (hnumber of samples between the start of consecutive
frames), N is the FFT length, and k is the frequency bin index. The result is a two-dimensional
representation of the signal's energy, distributed over time (frame index m) and frequency (bin index
k).

The application of STFT involves a trade-off in the choice of window length and hop size: shorter
windows give better time resolution but poorer frequency resolution, while longer windows give better
frequency resolution at the cost of time resolution [8].

Practical Application of Fourier Transforms in Audio Denoising

One of the applications of STFT in audio processing is noise reduction, where the goal is to suppress
unwanted noise and still preserve the essence of the signal (e.g., speech). In this section, the
scenario, workflow, and an evaluation of a real-time audio denoising project will be demonstrated
and explained.

The Denoising Problem

The demonstration started with capturing a voice in real-time using a microphone. To simulate a
noisy environment, pre-recorded cafeteria noise was combined with the clean audio. This composite
noisy audio then served as the input for the real-time denoising algorithm. The objective was to
attenuate the cafeteria noise while preserving the intelligibility and quality of the original speech.
STFT-Based Noise Reduction Workflow

The denoising process, illustrated in Figure 1, followed these steps:

1. Transformation to Time-Frequency Domain (STFT)

The noisy audio signal y[n] = s[n] + d[n] (where s[n] is the clean signal and d[n] is the noise) is
transformed into its time-frequency representation Y (m, k) using the STFT with a window function
called the Hamming window:

Y(m, k) = STFTy|n].

2. Noise Estimation and Threshold Creation

Noise reduction was done in time-frequency domain with the following steps:

o Adaptive Noise Estimation: Because the cafeteria noise changed over time (i.e., it was
non-stationary), our algorithm used a method to keep updating the noise estimation
adaptively. This was employed as a way to adjust to new sounds in the background as they
appear [9].
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o Spectral Attenuation: After identifying which parts of the signal were likely noisy, a gain
function or a threshold was created and applied to attenuate noisy frequency components.
The aggressiveness of this attenuation was controlled by the set parameters of the algorithm,
which influenced how much of the estimated noise is removed [10, 11].

o Phase Preservation: Despite the algorithm modifying the magnitude of the signal to reduce
noise, the phase of the original noisy signal was preserved. This helped to keep the natural
quality of the original audio. The final clean speech signal $(m, k) was then reconstructed
using the adjusted magnitude and the original phase.

3. Transformation back to Time Domain (ISTFT)

The denoised time-frequency representation $(m, k) was then transformed back to the time domain
using the Inverse Short-Time Fourier Transform (ISTFT) to obtain the denoised audio signal $[n].
The ISTFT involves performing an inverse DFT on each frame and then combining these frames
using an overlap-add synthesis method to reconstruct the signal [8].

§[n] = ISTFT S(m, k)

Original + > STFT > Threshold > > Denoised
Noisy Audio [Hamming Window] Creation ISTFT Audio

Fig. 1 Workflow Diagram of the Real-Time Audio Denoising Process (created by the author).

Evaluating Denoising Performance

To see how effective the noise reduction algorithm was, both subjective and objective evaluations
were employed.
During the live demonstration, the improvement was assessed by listening. Listeners noticed a clear
reduction in the background cafeteria noise that made the speech easier to understand.
To support the subjective observations, the Signal-to-Noise Ratio (SNR) was calculated at a specific
point during the demo:

e SNR before denoising: When the cafeteria noise was added to the original signal, the SNR

dropped to 18.34 dB.
o SNR after denoising: After applying the noise reduction algorithm, the SNR was 5.80 dB.

e SNR change: The difference, —-12.54 dB (5.80 dB - 18.34 dB), indicates that the SNR
decreased after denoising.

Although a negative change in SNR might seem counterintuitive, it suggests that, from a strict
mathematical standpoint, the overall signal quality decreased. This could be due to the algorithm
unintentionally modifying parts of the speech signal or introducing small artifacts, even though the
loud background noise was reduced successfully. This further underlines the fact that objective
methods like SNR do not always match with human perception. While listeners may hear clearer
speech, the algorithm’s changes can still negatively affect the numerical quality score. Therefore, a
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full evaluation of audio quality should consider both quantitative metrics and how the audio actually
sounds to people [12].

Additionally, comparing the spectrograms of the noisy and denoised audio, can provide further
information visually. Figure 2 illustrates these changes, showing attenuation in frequency bands
dominated by noise and preservation of speech formants.

—— Noisy Audio
— Denoised Audio

0.04 1

0.02 1

0.00

Amplitude

—0.02 1

—0.04 1

0 1 2 3 4 5
Time (seconds)

Fig. 2 Comparison of Noisy and Denoised Audio Waveforms (plotted from experimental results by the
author).

Conclusion

Fourier Transforms, from the foundational FT and DFT to the efficient FFT and the time-frequency
resolving STFT, are crucial in digital audio processing, especially in noise reduction. This chapter
described their theoretical background and a practical application in one of its most common
applications — noise reduction. In particular, the STFT, which allows the analysis of audio in the time-
frequency domain, was fundamental in handling non-stationary noise effectively.

The denoising process, which involved — STFT transformation, noise estimation and threshold
creation, and ISTFT reconstruction — was one of the simplistic and efficient approaches. Various
algorithms for noise estimation and gain application can be utilized that differ in complexity (e.g.,
simple spectral subtraction, Wiener filtering, or even machine learning-based approaches).
Nonetheless, the Fourier analysis to move between time and frequency domains remains as the
core of the project.

As these methods evolve, they show promising results and improvements in our ability to extract
clarity from noise, which leads to better communication, entertainment, and information retrieval
across a multitude of audio-driven applications.
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DNA as the Hard Drive of The Future
— and the Math That Makes It Possible.

Adrianna CZECHOWSKA
Politechnika t.6dzka, t6dz

Introduction

This article explores the mathematical foundations that enable DNA to function as high-density data
storage and explores its theoretical ideal storage capabilities. It begins with DNA structure and binary
encoding concepts, explaining key principles such as base conversion theory, ternary encoding, and
Shannon entropy, and ends with real-world implementations and future implications. It addresses
theoretical questions such as: How do numeral system conversions transform digital data into
biological sequences? Why do ternary approaches succeed where quaternary encoding fails?

DNA Structure and Biological Foundations

Deoxyribonucleic acid, known as DNA, is the genetic material of all living organisms. It is made of a
double helix that consists of long chains of monomer nucleotides. Nucleotides consist of a sugar
backbone, phosphate groups as well as nitrogenous base pairs, Adenine (A) pairs with Thymine (T)
and Guanine (G) pairs with Cytosine (C). The structural integrity of DNA relies on covalent
phosphodiester bonds that link adjacent nucleotides, creating a stable sugar-phosphate backbone
from which the nitrogenous bases extend [1]. The two complementary strands are held together
through specific hydrogen bonding patterns - adenine exclusively bonds with thymine, while cytosine
pairs only with guanine, ensuring the precise base-pairing rules that maintain molecular stability
across biological systems.

Adenine Cytosine
N NH
2 |
N~ N, C
Vi ~c” N Haor Ny
”-”'\ ” l II |
‘-J/"\ /C\ C. Ca
Adenine N H H” \”/ *5
I
H H
Thymine
Thymine @ Guanine
Guanine o 0
] I
"]C\',‘/V\N/H //“\(\'/Iv\.‘/u1
Il | H-R |l |
——— ¢ ~ G G X
KN N ‘|‘/ NN N

Cytosine — 55— !/ ;,4

Fig. 1 Structure and Components of DNA [2,3].
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These four bases are organized into functional units called codons, which are triplets of nucleotides
that serve as the basic coding units of genetic information. As shown in the genetic code table (Figure
2), each three-base combination corresponds to a specific amino acid or stop signal in protein
synthesis. For example, the codon UUU codes for the amino acid phenylalanine, while UAG acts as
a stop signal that ends protein production. With four bases arranged in groups of three, DNA can
create 4° = 64 different combinations, which is enough to encode all 20 standard amino acids plus
control signals [4]. These 20 types of amino acid can link in various combinations to create different
proteins [5]. The process from DNA to functional proteins follows a clear sequence: DNA — codon
— amino acid — protein.

u c A G
Adering P [ U U UN UGU U
Cytosine Phe Ty Cys —
UL uce UAC ; uGe , c
NH» . v Ser —
e NH, ) CA UAA A STOP A
N, N & woe U™ G UA op GG G |
< o TP UG uct AG UGG Trp
/¢ N c” Ny 1Bl
H=C Il | I | cw ccu cauy cGU u
3 é | - —
e - C cuc cC CAC GC c
I~ "N\ SH H NN 2 ¢ Leu 1. Arg ja)
) L CA CAA G A A
H H cu CG CAG GG G
—_— Al cu AN U u
Ser -
Al oc AAC AGC c
A The L
AUA ACA AAA AGA A
5 A —
Thymina @ Guaning AL CG asg e G
C U GA GGU v
| Il “ G CC oac A% GGC c
. ¢ N c )
HaC N \”/H Y o "N - e k a M GA/ oA |7 A
I | H=K |J ('_ G G cac ¢ GGG G |
C C ~C ‘et
WO\ Y0 ' \I"
| . - .
H H H DNA — codon — amino acid — protein

Fig. 2 From DNA Bases to Proteins [3,6].

From Biological to Digital Information

All digital information is written in binary code, while biological information is stored in DNA. This
fundamental difference creates both an opportunity and a challenge for using DNA as a digital
storage medium.

Binary code is a positional numeral system in mathematics that uses base 2, with only two digits: 0
and 1. Each position represents a power of 2 (1, 2, 4, 8...), and binary code is the foundation of all
digital systems [7]. All computer data, such as images, text, and videos, is stored as binary code
using sequences of Os and 1s.

In theory, since DNA has 4 bases (A, T, C, G), we could encode binary into base-4 (quaternary), but
this might lead to unstable sequences with repeated bases like "AAAA" or "TTTT". The encoding
approaches can be categorized into three main types: binary encoding, which maps DNA bases to
binary pairs (e.g., 00 = A, 01 =C, 10 = G, 11 = T); quaternary encoding, which treats each DNA base
as a base-4 digit (e.g., A=0,C =1, G=2, T = 3); and ternary encoding, which maps each digit to
one of three bases different from the previous one [7-9].
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Encoding Type Base Digits / Symbols DNA Mapping Logic

DNA bases are mapped to binary

Binary Encoding 2 0, 1 (combined as pairs) pairs (e.g.00=A,01=C,10=
G 11=T)

Each DNA base is treated as a

Quaternary Encoding 4 0,1,2,3 base-4 digit (e.g.A=0,C=1,G
=2, T=3)

Each digit is mapped to one of

Ternary Encoding 3 0,1,2 the 3 bases not equal to

previous one (no repeats)

Table 1 DNA Data Encoding Schemes: Binary, Quaternary, and Ternary.

Ternary encoding is used in practice to make DNA sequences more stable. This is appropriate
because it prevents the same base from appearing twice in a row by selecting the next base from
the three nucleotides not used previously.

For example, if the last base was A, the choices are C, G, T, with the ternary digits 0, 1, 2
corresponding in that order. If the previous base was C, the available choices become A, G, T, with
the ternary digits once again corresponding to them. Since the previous base is always known during
decoding, the mapping for each step is clear, so the same nucleotide can represent different digits
without causing ambiguity.

The Stability Problem and Ternary Solutions

Ternary encoding used in this context is the first step of the DNA Fountain Method. It is used for
converting digital information into stable DNA sequences through a multi-step encoding process that
prevents repeated bases while maintaining reasonable storage density.

As illustrated in the encoding pipeline in Figure 3, the transformation begins with a binary file
containing the original digital data. This file undergoes base-3 encoding, where the binary information
is converted into ternary digits that can be systematically mapped to DNA bases while avoiding
consecutive repeats.

The base-3 encoded data is then transformed into DNA-encoded sequences, where each ternary
digit selects from the available nucleotides that differ from the previous base. This process creates
DNA strands that maintain sequence stability while preserving the original information. However,
rather than storing data in single continuous strands, the DNA Fountain method fragments these
sequences into shorter, manageable pieces of approximately 25 base pairs each.
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Binary/text file
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Fig. 3 Workflow of DNA-based data storage — Fountain method [8].

The fragmentation step serves multiple purposes: it prevents synthesis errors that accumulate in
longer sequences, enables parallel processing during both writing and reading operations, and
provides redundancy for error correction [8]. Each fragment includes DNA-encoded indexing
information that allows for proper reconstruction of the original file. Additionally, alternate fragments
are reverse complemented, creating additional redundancy that helps recover data even if some
fragments are lost or corrupted during storage or retrieval. While this method demonstrates the
practical feasibility of DNA storage, determining its theoretical efficiency requires a mathematical
analysis of information density limits.

Shannon Entropy Analysis

To investigate the theoretical limits of DNA storage, we must first examine Shannon entropy — a
concept from information theory that quantifies the maximum information content possible in any
communication system [10]. Shannon entropy is defined by the formula [11]:

H = =Xp(x) log. (p(x)),
where:
- H - entropy (in bits),
- p(x) — probability of symbol x,
- log, (p(x)) — amount of information (in bits) associated with x,
- X —summation symbol indicating the sum runs over all possible symbols,
- x —represents each possible symbol (in DNA: A, T, C, G).
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The formula allows to calculate the average information content per symbol based on the probability
distribution of each symbol appearing. Thus, it shows entropy.

For DNA storage, using equal distribution of all four bases (A, T, C, G), the maximum entropy is 2
bits per nucleotide. This is calculated as:

H = —4- 0.25- log, (0.25) = —4 - 0.25 - (—2) = 2 bits.
This value represents the theoretical maximum information content.
Ternary encoding, used in Fountain method, which avoids consecutive identical bases for stability,
reduces this to approximately 1.59 bits per nucleotide:
H = -3-0.(3)- log,(0.(3)) =—-3-0.(3)- (—1.59) = 1.59 bits.
This illustrates how theory must be adjusted when biological constraints are taken into consideration.

Nevertheless, using these entropy calculations, we can now determine physical data storage
capacity of DNA.

Theoretical Storage Capacity

A nucleotide, the basic building block of DNA, weighs approximately 330 g/mol [12], which means
that 1 gram of DNA contains approximately 0.00303 moles of nucleotides:

n=—2 =~ 0.00303mol.
330g/mol

Using Avogadro's number (6.022 - 10%3), we can calculate the number of nucleotides in one gram:
0.00303 mol - 6.022 - 10?3 = 1.83 - 102! nucleotides.
In the DNA Fountain encoding method, each nucleotide carries approximately 1.59 bits of
information (as calculated from ternary encoding entropy). Therefore, the theoretical storage
capacity can be calculated as:
1.83 - 102! nucleotides - 1.59 bits = 2.90 - 102! bits.
Converting to exabytes (1 exabyte = 108 bytes = 8 - 1012 bits):

2.90 - 10%! bits + 8- 108 bits ~ 363 exabytes per gram.

Conclusions and discussion

The theoretical number of bits which can be stored in each nucleotide is 2 bits. The practical limit
(Shannon limit) is 1.83 bits, while the DNA Fountain method achieves 1.59 bits per nucleotide, which
is approximately 85% of the practical limit. Assuming the theoretical maximum of 2 bits per
nucleotide, the storage density of DNA would be about 4455 exabytes per gram. Using the Fountain
method, this value decreases to about 363 exabytes per gram.
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Experimentally, the DNA Fountain experiment published in Science in 2017 achieved 214 petabytes
per gram [13]. This corresponds to only about 0.05% of the theoretical maximum density (455
exabytes per gram) and approximately 0.06% of the Fountain method density (363 exabytes per
gram). To put this into perspective, 214 petabytes equal 214 million gigabytes, which can store 71
million hours of HD video, or about 8 thousand years of continuous footage, all contained within a
single gram of DNA.

This striking disparity between theoretical potential and current achievements highlights significant
opportunities for future technological development. As synthesis accuracy, error correction, and
encoding efficiency continue to improve, DNA storage may become the hard drive of the future,
offering astounding data storage density and demonstrating how mathematical foundations drive
technological innovation.
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Wstep

W poszukiwaniu najlepszych rozwigzan rzeczywistych problemoéw niezmiennie odpowiedzi
dostarcza nam matematyka — mimo swej abstrakcyjnej natury. Z tego powodu znajdowanie
najkrétszej drogi promienia Swietinego, szkolenie sieci neuronowych, czy optymalizacja elementéw
konstrukcyjnych, majg wspolny aspekt, jakim jest wykorzystanie odpowiedniego narzedzia
matematycznego. Mowa jest o rachunku wariacyjnym, ktory polega na analizowaniu wszystkich
mozliwych funkcji podejrzanych o bycie rozwigzaniami danego problemu, a nastepnie wybor tej z
nich o optymalnych parametrach. Jak jednak tego dokonac? Jak tu nie zwariowac¢ przy znalezieniu
wszystkich mozliwych rozwigzan i wytuskaniu wsréd nich tego najlepszego? W tym artykule
podejmujemy sie préby wyttumaczenia aparatu matematycznego stojacego za rachunkiem
wariacyjnym jak i rowniez przedstawienia jego mozliwosci praktycznych.

Wprowadzenie Matematyczne

Poniewaz interesujg nas praktyczne zastosowania przedstawianych derywacji matematycznych, to
naleznym jest, aby wyprowadzenia te byty przedstawione z pewnym praktycznym przyktadem w tle.
W zwigzku z tym, przed sformalizowaniem problemu zagadnienia wariacyjnego, zarysujemy
przyktadowy problem.

Pewien goral chce dostac sie do sktadziku oscypkow, jednak w nocy $nieg zasypat mu podworze
sposob tworzgc nieregularne, wysokie sniezne hatdy. Jak goral powinien przekopywac sie przez
$nieg, zeby musie¢ odgarnac¢ go jak najmniej?

Matematyczny problem z tg sytuacjg zwigzany [1], [2] mozemy opisac jako problem wyznaczenia
Sciezki, ktora przejdzie od punktu a do punktu b tak, ze ilos¢ Sniegu potrzebnego do odgarniecia na
tej drodze bedzie najmniejsza.

Poszukujemy wiec gtadkiej krzywej y(v) = (v, f(v)) w R¥*1, gdzie parametryzacja zadana bedzie
przez funkcje f: R - R* klasy C™ na odcinku [a, b].

Wiemy, ze dana trajektoria ma by¢ optymalna dla zatozonego problemu, to oznacza, ze z wszystkich
mozliwych Sciezek sparametryzowanych przez rézne funkcje f szukamy takiej, ktéra bedzie
minimalizowa¢ pewien zadany funkcjonat. Bedzie interesowaé nas klasa funkcjonatéw lokalnych
zwracajgcych wartosci liczbowe, tzn.

J:C*([a,b;R¥) 3 f » J[f] ER.

Taki funkcjonat bedzie zadany jako funkcjonat catkowy postaci:
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b
JIf] = J Fv, f),f' ), ., f™())dv.

Wowczas Fdv bedzie przyczynkiem do minimalizowanego funkcjonatu. Trzymajac caty czas w
pamieci przyktad gorala bedziemy catkowaé przyczynki do odgarnianego sniegu na drodze od a do
b i sprawdzac, ile takiego $niegu jest do odgarniecia na catej Sciezce — ten wynik, to warto$¢
funkcjonatu.

W praktyce, dla przypadkow fizycznych w tréjwymiarowej przestrzeni funkcjonat przybiera forme, w
ktorej funkcja F zalezy jedynie od v, funkcji f oraz pierwszej pochodnej tej funkcji z powoddw, ktore
stang sie jasne w dalszym rozumowaniu. Ponadto funkcja F musi by¢ podwdjnie rozniczkowalana
ze wzgledu na swoje argumenty:

C2 35 F:RxRK xR R.

Tak wiec funkcjonat sprowadza sie do formy:

b
JIfl = J F(v,f(), f'))dv.

Wracajgc teraz do przyktadu odsniezania, chcemy znalez¢ Sciezke, dla ktorej ilos¢ odgarnietego
$niegu jest najmniejsza, czyli chcemy wyznaczy¢ minimum funkcjonatu J. Funkcjonat jest
odwzorowaniem o charakterze ciggtym i rézniczkowalnym w sensie rézniczkowalnosci w przestrzeni
funkcji gtadkich. Aby znalez¢ jego ekstrema, musimy znalez¢ jego pochodng w sensie funkcyjnym.

W tym celu zwr6¢my uwage na przyrost funkcjonatu (A]), czyli ré6znice funkcjonatu policzonego dla
starej Sciezki f oraz dla nowej $ciezki (f + h), jedynie niewiele réznigcej sie od poprzedniej:

AJIf1 =JIf + k] =]JIf].

Funkcja h(v) nie zmienia znacznie krzywej zadanej przez funkcje f (v); powyzszg réznice nazywamy
wariacjg funkcji f. Dodatkowo w punktach a i b wariacja funkcji f musi by¢ zerowa, bo punkty
poczatku i kofca nie moga sie zmieni¢. To oznacza, ze h(a) = h(b) = 0.

Nastepnie chcemy znalez¢ liniowg czes$é przyrostu funkcjonatu AJ[f] oraz sprawdzié, ze norma
nieliniowej reszty R(h) z tego przyrostu bedzie spetniaC¢ warunki zanikania przy podzieleniu przez
norme z funkcji h w granicy z normg wariacji dgzgcg do zera, czyli:

R

AJIfT =8 -l + RC), - lim - =

Wybieramy tutaj norme supremum na przestrzeni funkcji ciggtych na odcinku [a, b] [8]:

n

lgllc1(ta,p,r) = Z Sup FRIG]H

[a,b]

=0

gdzie | - |, oznacza norme euklidesowg na przestrzeni R¥.
Wowczas norma w interesujgcym nas problemie to:
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Il asey = 9P f O+ sup IF' Ol

t€la,b]

Teraz rozwazmy przyrost funkcjonatu z jego definiciji:

b b
Wi = [ FOf0) + D70+ R) dv = [ F(nf£/0) v

Dalej uzyjmy wzoru Taylora, zeby rozwing¢ funkcje podcatkowg F wokét punktu (v, f, f') w ten
sposob, ze w pierwszym argumencie nie odsuniemy sie wcale, w drugim odsuniemy sie o h, a w
trzecim o h’ (mozemy tego dokonac¢ ze wzgledu na wtasnos¢ F € C?):

oF oF oF
FW+0,f+hf +h)=FW,f,f)+0 — +h

+ —
avionn) 0f (o nn")

' ’ + 3 (hl h,),
af (o,n,n")

gdzie wyrazenie oznacza reszte drugiego rzedu w h, h'.

Wowczas przyrost funkcjonatu sprowadza sie do postaci:

bloF oF
A][f]=J (W-h+af,-h'+rz(h,h')> dv.

Wykorzystamy teraz regute Leibniza o pochodnej iloczynu funkgiji:

Af] = Lb (g—; h+ %(aa]f : h) - %(;f) h+ rz(h,h’)> dv.

Dodatkowo na krancach odcinka [a, b] wariacja zanikata, wiec drugi wyraz pod catkg wyzeruje sie
po scatkowaniu. Catka zachowuje liniowos¢, wiec dostajemy wzér, w ktérym mozemy odnalez¢
liniowy przyrost funkcjonatu J przy wariacji h:

bror d(c’)F

yif = -Inl+ R = [ [ (57

b
hdv+J r,(h,h") dv.
. Lof  dv )] 0

Sprawdzmy teraz, Ze iloraz normy reszty i normy funkcji h spetnia warunek znikania przy normie
wariacji dgzgcej do zera. Z wkasnosci normy ¢! mamy:

vt € [a,b]: |hy (), ., R (), RL(D), ..., R (D)% < 2K]IR]IA.

Wowczas mozemy ograniczyC z gory reszte R:

21, (h(0), ' (D)) ,
IR| smja | RO O de
czyli:
R b 1ry(h(D), R’ (1)) lInll~0
e < x/ﬁja TOROE Nlhllo2 dt — O.
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W ten sposob pokazaliSmy, ze reszta faktycznie spetnia warunki na istnienie pochodnej mocnej
funkcjonatu J. Wro¢my teraz do réwnania (14) i przeanalizujmy warunki zerowania pochodnej
mocnej:

5 Ihll = 0 Jb oF d <aF
. o c} _—

! . lof  dv\af
Zatem z dowolnosci wyboru h warunek zanikania liniowego przyrostu funkcjonatu jest opisany
réwnaniem:

)]h dv =0.

37 s o)

Roéwnanie to nazywamy rownaniem Eulera — Lagrange'a. Stanowi ono kluczowy wniosek rachunku
wariacyjnego.

Przyktad z nieoczekiwanymi konsekwencjami

Dysponujgc wszystkimi wprowadzonymi narzedziami jesteSmy w stanie rozwigzywac¢ catkowicie
nowej klasy problemy, polegajgce na szukaniu ekstreméw funkcjonatéw. Przykiadem takiego
zagadnienia jest wyznaczenie minimalnych powierzchni obrotowych.

Majgc dane dwa punkty P i Q na potptaszczyznie o wspotrzednych (x4, y1) oraz (x,,y,), rozwazmy
krzywa u(x) tgczaca punkty P i Q. Powierzchnia obrotu powstaje przez obrot tej krzywej wzgledem
osi x. Naszym celem jest znalezienie krzywej minimalizujgcej pole powierzchni. Jest to
jednoznaczne ze znalezieniem powierzchni minimalnej tgczacej dwa pierscienie o promieniach y; i
y,. W zalezno$ci od potozenia punktow P i Q, problem moze mie¢ rozwigzanie ciggte lub nieciggte,
jednak tutaj rozpatrzymy wytgcznie rozwigzanie ciggte.

Q(x2,y2)

Rys. 1 Punkty P i Q wraz z tgczgcg je krzywa oraz szukang powierzchnig obrotowa.

Zaktadajgc, ze szukane rozwigzanie jest ciggte klasy €2, do wyznaczenia krzywej minimalizujgcej
mozemy zastosowac rachunek wariacyjny.
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Niech y(x) € C?([x,, x,]) bedzie funkcjg minimalizujgca funkcjonat pola powierzchni obrotowej. Pole
to uzyskujemy sumujgc pola infinitezymalnie matych pierscieni (cylindrow) o powierzchni
elementarnej dS, wyrazonej wzorem:

dS =2my -/ dx? +dy?.

Wéwczas catkowite pole powierzchni wynosi:

Xy X2 dy X2
Pole = J ds = J 2ny [1+ (5=)%?dx = J 2y 1+ (y'(x))? dx.
. . dx x
1 1 1

Funkcjonat pod catkg ma posta¢ F = F(y(x),y'(x)) =y/1+ (' (x))? i nie zalezy jawnie od
zmiennej x, {j. ‘;—i = 0. W takim przypadku réwnanie Eulera — Lagrange'a przyjmuje postac:

,0F FeC
yayl - )

gdzie C € R jest stals.

Rozpisujgc to réwnanie dla naszego funkcjonatu, otrzymujemy:

02my /1 + (¥')?
y' ( yay' (y))—Znym=C

y' o 2my -y Y1+ )2 -2myJy1+ ()2 =C

dy 2
1+(ﬁ)

Przeksztatcajgc powyzsze réwnanie tak, aby dx i dy znalazly sie po przeciwnych stronach i
obustronnie catkujgc, uzyskujemy:

d 1
[~ [l
/yz — a2 a
Aby rozwigzac¢ catke po lewej stronie, podstawiamy:
y =a cosht,dy = asinhtdt.

Wiedy:

a sinh tdt J 1
= | —dx
J(acosht)? — a2

a
asinh tdt 1
asinht a
1
Jdt=J—dx
a

X
t+C ==+ D.
a
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Po podstawieniu odwrotnej funkcji hiperbolicznej oraz wprowadzeniu statej przesuniecia b € R,
mamy:

Stad otrzymujemy rownanie funkc;ji

y(x) = acosh <xa;b>,

ktéra nazywana jest krzywg fancuchowg i zostata przedstawiona na rysunku 2.

-4 -3 -2 —i 0 1 é 3 4
Rys. 2 Wykres funkcji krzywej tancuchowej dla b = 0 i roznych wartosci statej a.

Szukang powierzchnie o minimalnym polu otrzymujemy przez obrot tej krzywej wokot osi x € R.
Powierzchnia ta nazywana jest katenoida, a jej rownanie uzyskujemy, stosujgc odpowiednig macierz
obrotu:

1 0 0
R,.(0)= {0 cosf —sinf
0 sinf cosf

Wtedy uktad réwnan, ktéry zadaje powierzchnie katenoidy ma postac:

)
)

X=X

o

=

y=acos€cosh<

| o

X

Z=asinecosh<

Q
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Rys. 3 llustracja przedstawiajgca powierzchnie katenoidy [9].

Przedstawiony przyktad ilustruje, w jaki sposdb mozna zastosowacC rachunek wariacyjny do
rozwigzywania praktycznych probleméw. Dzigki réwnaniu Eulera — Lagrange’a moglismy
zminimalizowa¢ funkcjonat pola powierzchni, co pozwolito na znalezienie roéwnania krzywej
tancuchowej a dalej rowniez réwnania katenoidy.

Krzywa ktérg otrzymaliSmy, nazywana jest krzywg fancuchowg (catenary), poniewaz jest to
naturalny ksztalt doskonale nierozciggliwej i nieskonczenie wiotkiej liny o jednostajnie roztozone;j
masie. Funkcjonat, ktéry zminimalizowano, jednoczes$nie minimalizuje energie potencjalng uktadu,
na ktérg wptywajg naciski i naprezenia w konstrukcji. Dzieki zastosowaniu krzywej tancuchowe;j
mozliwe jest projektowanie optymalnych struktur architektonicznych, takich jak tuki czy koputy
powstate przez obrét tuku wzgledem osi symetrii.

W 1675 roku Robert Hooke odkryt zasade, ktorg podsumowat maksyma: ,Jak wisi elastyczna lina,
tak odwrdcony bedzie stat sztywny tuk” [3]. Hooke nie wyprowadzit formalnego réwnania krzywe;j
tancuchowej, wiedziat jednak, ze jego intuicja jest poprawna. Odkrycie to umozliwito optymalizacje
budowy tukéw i koput pod katem rozktadu naciskéw, w odréznieniu od wczes$niej stosowanych form
potsferycznych.

Minimalny nacisk elementu konstrukcyjnego to minimalna sita z jakg ten obiekt oddziatuje na
sgsiednie elementy konstrukcji, a maksymalny nacisk, zwany réwniez stanem aktywnym, to
maksymalna wartosc¢ sity poziomej jakg element jest w stanie przeniesc lub zapewni¢. Wartosc¢ ta
moze sta¢ sie bardzo duza, a zatem maksymalny nacisk elementu bedzie ograniczony przez
wytrzymatos¢ materiatu na zgniatanie, lub stabilnos¢ sgsiednich elementéw.

Rys. 4 llustracja poréwnujaca (a) tuk potkolisty oraz (b) tuk spiczasty. Zrédto: [3]
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tuki przedstawione na Rysunku 4 majg taki sam stosunek grubos$ci do promienia. Ich minimalne
i maksymalne naciski, wyrazone jako procent ich ciezaru wtasnego wynoszg odpowiednio: (a) 16%
i 25%, (b) 14% i 23%. Oba tuki majg prawie identyczny ciezar wtasny, jednak tuk na rysunku (b)
wywiera okoto 15% mniejszy nacisk niz tuk na rysunku (a).

Aby znajdowac¢ optymalne ksztatty, mozemy wykorzystywac¢ wigc modele fizyczne, sktadajgce sie z
podwieszonych tarncuchow, obcigzonych dodatkowg masg.

B B

o, o,

Rys. 5 Otrzymane ksztatty faricucha pod cigzarem wtasnym, od lewej: model wyjsciowy,
deformacja komputerowa, model fizyczny. Zrédio: [3]

00000000000

Bs

LT

Rys. 6 Otrzymane ksztatty faricucha pod cigzarem wtasnym i jedng sitg skupiona, od lewej:
model wyjsciowy, deformacja komputerowa, model fizyczny. Zrodto: [3]

Rys. 7 Otrzymane ksztatty tancucha pod cigzarem wiasnym i pigcioma sitami skupionymi, od lewej:
model wyjsciowy, deformacja komputerowa, model fizyczny. Zrodto: [3]
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Robert Hooke zastosowat swojg technike do wyznaczenia idealnego ksztattu dla koputy katedry Sw.
Pawta w Londynie [4], [5]. W 1748 roku Giovanni Poleni dokonat oceny bezpieczenstwa peknietej
koputy sw. Piotra w Rzymie. Stosujgc metody inspirowane pracami Hooke’a wykazat, ze koputa byta
bezpieczna.

Jednym z bardziej rozpoznawalnych architektow wykorzystujgcych eksperymentalne modelowanie
konstrukcji jest Antoni Gaudi [6]. W Sagrada Familia Museum znajduje sie replika jego modelu
niedokonczonej kaplicy Colonia Guell [7].

Fot 1. Model Colonia Guell, Sagrada Familia Museum

We wspotczesnym inzynierskim swiecie, specjalistyczne programy komputerowe wykorzystuja
rachunek wariacyjny w ramach zaawansowanych technik numerycznych, takich jak na przyktad
metoda elementéw skonczonych (MES) [8]. Dzieki temu nie ma potrzeby tworzenia rzeczywistych,
fizycznych modeli. Uzywajgc rachunku wariacyjnego, mozemy minimalizowa¢ energie potencjalng
ukfadu dla dowolnych warunkéw brzegowych. Sposob cyfrowy pozwala réwniez na wigkszg kontrole
nad doktadno$cig rozwigzania, w stosunku do modelowania eksperymentalnego.
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